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jkových variet jako hladkých variet a jejich vlastnost́ı. K tomu je odvozen po-
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mogenńı prostor

Title: Grassmann and flag manifolds

Author: Jakub Eliáš
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4 Vlajkové variety 24
4.1 Definice a vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem této práce je popsat Grassmannovy a vlajkové variety, které zobecňuj́ı
geometrický pojem projektivńıho prostoru. Ten může být na Rn geometricky
interpretován jako množina všech př́ımek procházej́ıćıch počátkem, tedy všech
jedno-dimenzionálńıch lineárńıch podprostor̊u v Rn. Grassmannova varieta je
pak zobecněńım tohoto konceptu pro v́ıce-dimenzionálńı podprostory obecného
lineárńıho vektorového prostoru. Obecně je Grassmannova varieta Gr(k, V ) defi-
nována jako množina všech k-dimenzionálńıch podprostor̊u ve vektorovém pros-
toru V pro k ∈ N. V této práci budeme ale pracovat pouze s Grassmannovými
varietami na Rn, které budeme značit Gr(k, n).

Grassmannovy variety je možné zavést také pomoćı vněǰśı algebry
∧

(V )∗ na

vektorovém prostoru V pomoćı tzv. rozložitelných vektor̊u. Prvek v ∈
∧k

(V )
je rozložitelný, pokud existuj́ı v1, v2, ..., vk ∈ V tak, aby v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vk = v.
Pro pevné k označ́ıme R množinu všech nenulových rozložitelných vektor̊u v∧

(V )k a zavedeme na ńı ekvivalenci ∼ takto: pro u, v ∈ R plat́ı u ∼ v právě
tehdy, když existuje α ∈ R, α 6= 0 tak, aby u = αv. Potom R/ ∼ je bijektivńı
s Gr(k, n), viz [KS]. Takto je velmi dobře vidět, že pro volbu V = Rn+1, k = 1
ekvivalence ∼ splývá s ekvivalenćı ∼′ v obvyklé definici projektivńıho prostoru
P (Rn) := (Rn+1 \ {0})/ ∼′, kde pro x, y ∈ (Rn+1 \ {0}) plat́ı x ∼′ y právě když
existuje λ ∈ R, λ 6= 0: λx = y.

Daľśım krokem v zobecněńı projektivńıho prostoru jsou vlajkové variety.
To jsou množiny ostře rostoućıch (ve smyslu inkluze) posloupnost́ı podprostor̊u
daného vektorového prostoru. Grassmannián je tak nejjednodušš́ım př́ıkladem
vlajkové variety, která obsahuje pouze jeden vlastńı podprostor.

V prvńıch dvou podkapitolách kapitoly Teorie Lieových grup nejprve podáme
souhrn základńıch definic teorie Lieových grup, abychom mohli definovat hlad-
kou varietu a několik zobrazeńı mezi hladkými varietami, Lieovu grupu a jej́ı
algebru, uzavřenou podgrupu Lieovy grupy a exponenciálńı zobrazeńı. Protože
nám k popsáńı našich variet budou stačit lineárńı Lieovy grupy, zavedeme ex-
ponenciálu pouze pro maticové grupy. Dále zformulujeme několik základńıch
tvrzeńı o vlastnostech exponenciály a uzavřených podgrupách v Lieově grupě.
Uvedeme také definice maticových Lieových grup a algeber, se kterými budeme
pracovat.
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V podkapitole Homogenńı prostory definujeme pojmy akce grupy na množině
a speciálńı př́ıpad homogenńıho prostoru, kdy Lieova grupa G p̊usob́ı na hlad-
kou varietu M a každá orbita této akce tvoř́ı celé M . Dále zavedeme izotropńı
podgrupu Gx vzhledem k x v M , která se skládá z prvk̊u G, které fixuj́ı daný
prvek a uvedeme definici kvocientu Lieovy grupy a jej́ı podgrupy. Až budeme
mı́t připravené všechny definice a dokázaná všechna pomocná tvrzeńı, obecně
zkonstruujeme hladký atlas na kvocientu G/H Lieovy grupy G a některé jej́ı
uzavřené podgrupy H a t́ım ukážeme, že má strukturu hladké variety. Pro výběr
kvocientu podle izotropńı grupy nakonec ukážeme, že hladká varieta G/H je
difeomorfńı s M .

Obsahem třet́ı kapitoly je definice Grassmannovy variety, př́ımá konstrukce
hladkého atlasu na ńı a použit́ı dokázaných tvrzeńı o homogenńıch prostorech.
Ukážeme, že Grassmannián je homogenńı prostor ortogonálńı grupy (př́ıpadně
unitárńı pro komplexńı př́ıpad) a najdeme jeho izotropńı grupu, abychom źıskali
vyjádřeńı Grassmannovy variety jako kvocientu ortogonálńı grupy a jej́ı izotropńı
grupy.

V posledńı kapitole zavedeme úplné a neúplné vlajkové variety, ukážeme,
že to jsou homogenńı prostory a opět na ně aplikujeme dokázaná tvrzeńı, aby-
chom ukázali, že to jsou hladké variety. Dostaneme několik zp̊usob̊u, jak zapsat
vlajkové variety pomoćı kvocient̊u maticových grup.

Hlavńımi výsledky práce jsou konstrukce hladkého atlasu na Grassmannově
varietě, konstrukce obecného hladkého atlasu na kvocientu Lieovu grupy a jej́ı
izotropńı grupy vzhledem k homogenńımu prostoru a odvozeńı kvocient̊u difeo-
morfńıch s Grassmannovými a vlajkovými varietami.

Celá tato práce je kompilaćı výsledk̊u uvedených v [KS] [CL] [FH]. Oproti
této literatuře byly nav́ıc podrobně rozpracovány d̊ukazy hlavńıch tvrzeńı na
stranách 16 a 17.
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Kapitola 2

Teorie Lieových grup

2.1 Základńı definice

Pro začátek zavedeme obvyklé definice grupy, hladké variety a jejich kombi-
naci v podobě struktury Lieovy grupy. Také definujeme některé druhy zobrazeńı
mezi hladkými varietami a uvedeme základńı př́ıklady maticových Lieových
grup, se kterými budeme pracovat. Oproti běžné terminologii budeme rozlǐsovat
(vnořené) Lieovy podgrupy a (vložené) uzavřené Lieovy podgupy. Tato kapitola
je kompilaćı standardńıch definic převzatých z [KS].

Definice (grupa)

Necht’ G je neprázdná množina, na které je definována asociativńı binárńı
operace · : G×G→ G, neutrálńı prvek e ∈ G vzhledem k · a inverzńı prvek g−1

v G ke každému g ∈ G vzhledem k ·. Pak čtveřici (G, ., e,−1 ) nazýváme grupa
G. Množinu G v rámci grupy G nazveme nosič grupy G.

Pozn: Symbol · znač́ıćı grupovou operaci budeme uvádět pouze v př́ıpadě, že by
mohlo doj́ıt k nedorozuměńı.

Definice (topologická grupa)

Necht’ G je grupa a zároveň nosič G je topologický prostor (tedy je zadána
topologie na množině G). Necht’ nav́ıc binárńı operace a přǐrazeńı inverzńıho
prvku v G jsou spojitá zobrazeńı. Pak G nazveme topologickou grupou.

Definice (homeomorfismus)

Necht’ X,Y jsou topologické prostory a f : X → Y je homeomorfismus,
jestliže je spojitá bijekce, ke které existuje spojité inverzńı zobrazeńı.

Definice (difeomorfismus)

Hladké zobrazeńı z otevřené podmnožiny v Rn do Rn, které je prosté a ke
kterému existuje hladké inverzńı zobrazeńı, nazýváme difeomorfismus. Řekneme,
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že dvě otevřené množiny v Rn jsou difeomorfńı, pokud mezi nimi existuje nějaký
difeomorfismus.

Definice (mapa, hladká varieta, dimenze variety)

Necht’ M je množina, pak n-dimenzionálńı mapa na M je dvojice (U,ϕ), kde
U ⊂M a ϕ : U → Rn je prosté zobrazeńı na nějakou otevřenou množinu v Rn.

Jsou-li (U,ϕ), (U ′ϕ′) dvě mapy na M , pak se zobrazeńı ψU,U ′ : ϕ−1(U ∩
U ′) → ϕ′−1(U ∩ U ′), ψU,U ′ = ϕ−1 ◦ ϕ′ nazývá přechodová funkce mezi těmito
mapami.

Řekneme, že dvě mapy (U,ϕ), (U ′ϕ′) jsou kompatibilńı, jestliže ϕ(U ∩U ′) a
ϕ′(U ∩ U ′) jsou otevřené množiny a přechodová funkce mezi nimi je difeomor-
fismus. Nav́ıc pro př́ıpad (U ∩ U ′) = ∅ považujeme mapy za kompatibilńı.

Hladký atlas na M je množina map {(Ui, ϕi)}i∈I na M takových, že každé
dvě mapy atlasu jsou kompatibilńı a ∪i∈Iϕ(Ui) = M .

Je-li dán atlas na M , definujeme topologii na M takto: množina A v M je
otevřená, pokud pro každou mapu (U,ϕ) z daného atlasu plat́ı, že ϕ(U) ∩ A je
otevřená podmnožina v Rn.

Hladká varieta dimenze n je taková množina M , na které je zadán atlas n-
dimenzionálńıch map takový, že M je Hausdorff̊uv prostor a má spočetnou bázi
otevřených množin.

Definice (hladké zobrazeńı pro hladké variety)

Necht’ M,N jsou hladké variety a f : M → N je zobrazeńı. f nazýváme
hladké, pokud pro každou mapu (U, φ) na M a každou mapu (V, ψ) na N plat́ı,
že ψ ◦ f ◦ φ : φ(U ∩ f−1(V ))→ Rn je hladké.

Definice (difeomorfismus pro hladké variety)

Necht’ M,N jsou hladké variety a f : M → N je zobrazeńı. Řekneme, že f
je difeomorfismus (hladkých variet M a N), pokud f je hladká bijekce a inverzńı
zobrazeńı k f je hladké.

Definice (tečný prostor)

Necht’ M je varieta, m ∈ M, c : (−ε, ε)→ M hladké zobrazeńı, ε > 0, c(0) =
m. Řekneme, že lineárńı zobrazeńı L : C∞(M) → R je tečný vektor k c v
bodě m, pokud plat́ı: L(f) = (f ◦ c)′(0) pro každou funkci f v C∞(M). Potom
nazýváme tečným prostorem TmM množinu všech takových tečných vektor̊u v
bodě m ke všem hladkým zobrazeńım c, které splňuj́ıćı předchoźı definici (pro
varietu M). Označ́ıme TM disjunktńı sjednoceńı tečných prostor̊u k M přes
všechny m ∈M .

Definice (diferenciál hladké funkce)
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Necht’ M je varieta, m ∈ M,TmM je tečný prostor variety M v bodě m.
Duálńı prostor k němu T ∗mM potom nazýváme kotečný prostor k M v bodě m.

Necht’ napřed f ∈ C∞(M). Pak diferenciál df(m) hladké funkce f v bodě
m definujeme jako prvek kotečného prostoru k M v bodě m takto: df(m)(v) :=
v(f), pro každé L ∈ TmM . Zobrazeńı df : M → TM , které funkci přǐrazuje v
bodě m variety M jej́ı diferenciál df(m), nazýváme diferenciál funkce f .

Definice (diferenciál hladkého zobrazeńı)

Necht’ M,N jsou variety, m ∈ M,ϕ : M → N je hladké zobrazeńı. De-
finejeme dϕ(m) : TmM → Tϕ(m)N diferenciál hladkého zobrazeńı ϕ v bodě m
předpisem [dϕ(m)(v)](f) := v(f ◦ ϕ), v ∈ TmM,f ∈ C∞(N).

Definice (vnořeńı)

Řekneme, že hladké zobrazeńı f : M → N mezi hladkými varietami M,N
je vnořeńı, pokud je jeho diferenciál prostý (na tečném prostoru M v každém
bodě).

Definice (vložeńı)

Vložeńı je vnořeńı f : M → N , které je nav́ıc prosté a splňuje: M a f(M)
jsou difeomorfńı.

Pozn: Topologie vnořené variety S ⊂M do varietyM se obecně nemuśı shodovat
s topologíı jakožto topologickým podprostorem S na varietě M . Naopak vložená
varieta muśı nutně zachovávat topologii podprostoru.

Definice (submerze)

Submerze je hladé zobrazeńı mezi dvěma hladkými varietami, jehož difer-
enciál je na.

Pozn: Submerze je otevřené zobrazeńı (v tom smyslu, že zobrazuje otevřené
množiny na otevřené množiny).

Definice (Lieova grupa)

Necht’ G je topologická grupa a zároveň hladká varieta (konečné dimenze),
jej́ıž grupové operace násobeńı a inverze jsou hladké. Pak G se nazývá Lieova
grupa. Dimenze Lieovy grupy G odpov́ıdá dimenzi G jako variety.

Necht’ H ⊂ G. H je Lieova podgrupa, pokud id : H → G je vnořeńı H do G,
které je zároveň grupový homomorfismus. H je nav́ıc uzavřená Lieova podgrupa,
pokud je id vložeńı.

Pozn: Lieova podgrupa je Lieova grupa.

Př́ıklady: Označ́ıme M(n) := Rn2

, ztotožńıme prvky M(n) s maticemi n × n
nad Rn. Podobně M(n,C) := Cn2
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GL(n) := {A ∈M(n), detA 6= 0} Obecná lineárńı grupa

SL(n) := {A ∈ GL(n), detA = 1} Speciálńı lineárńı grupa

B(n) := {A ∈ GL(n), A je horńı trojúhelńıková matice} Grupa horńıch
trojúhelńıkových matic

O(n) := {A ∈ GL(n), ATA = E} Ortogonálńı grupa

SO(n) := {A ∈ GL(n), ATA = E, detA = 1} Speciálńı ortogonálńı grupa

GL(n,C) := {A ∈M(n,C), detA 6= 0} Obecná (komplexńı) lineárńı grupa

U(n) := {A ∈ GL(n,C), AA? = E} Unitárńı grupa

SU(n) := {A ∈ GL(n,C), AA? = E, detA = 1} Speciálńı unitárńı grupa

Symbol AT znamená transponovaná reálná matice A, A? znamená Hermi-
tovsky transponovaná komplexńı matice A.

Tvrzeńı: GL(n), SL(n), O(n), SO(n), U(n), SU(n), B(n) jsou Lieovy grupy pro
každé n ∈ N

Důkaz: viz literatura [CL]

Tvrzeńı: Grupy O(n), SO(n), U(n), SU(n) jsou kompaktńı pro každé n ∈ N.

Důkaz: Všechny tyto grupy jsou podgrupy GL(n), takže jsou z definice uzavřené.
Stač́ı tedy dokázat omezenost proO(n), U(n), protože SO(n) je podgrupa vO(n)
a SU(n) je podgrupa v U(n).

Řádky ortogonálńı matice (ai,j) jsou ortonormálńı, tedy plat́ı: a2
1,k + a2

2,k +

... + a2
n,k = 1 pro každé k = 1, .., n. Pak |ai,k| ≤ 1 a O(n) je tedy omezená. Ze

stejného d̊uvodu je také omezená grupa U(n).

Definice (souvislost)

Topologický prostor je souvislý, pokud neobsahuje žádné vlastńı podmnožiny,
které jsou v něm otevřené a zároveň uzavřené.

Pozn: V Lieově grupě je zobrazeńı translace podle libovolného prvku (např zleva:
La(x) := ax) difeomorfismus.
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2.2 Lieovy algebry a podgrupy

V této kapitole zavedeme Lieovu algebru př́ı̌slušnou k Lieově grupě a expo-
nenciálu. Uvedeme př́ıklady Lieových algeber př́ıslušných k dř́ıve definovaným
maticovým grupám a ukážeme základńı vlastnosti exponenciály. Nakonec zfor-
mulujeme některá tvrzeńı, která se nám budou později hodit.

Definice (Lieova algebra)

Vektorový prostor g s bilineárńı, antisymetrickou operaćı Lieovy závorky [, ] :
g×g→ g, která splňuje Jacobiho identitu [X, [Y,Z]]+[Y, [Z,X]]+[Z, [X,Y ]] = 0
pro každé X,Y, Z ∈ g nazýváme Lieova algebra.

Podprostor h ⊂ g je Lieova podalgebra g, pokud je uzavřený na Lieovu
závorku [, ].

Definice (vektorové pole)

Zobrazeńı X : M → TM splňuj́ıćı π ◦ X = id (kde π je projekce, která
zobrazuje prvky TmM na bod m) nazýváme vektorové pole na M .

Dále pro Lieovu grupu G definujeme X (G) prostor všech hladkých vektorových
poĺı a XL(G) jeho podprostor zleva invariantńıch vektorových poĺı na G, tj.
takových hladkých vektorových poĺı X na M , která pro každé a, g ∈ G splňuj́ı:
X(La(g)) = d(La)(g)X(g).

Pozn: XL(G) je Lieova algebra s operaćı komutátoru vektorových poĺı. Znač́ıme
ji L(G) a nazýváme Lieova algebra př́ıslušná k Lieově grupě G, viz [FH].

Tvrzeńı: Necht’ G je Lieova grupa a L(G) jej́ı Lieova algebra. Pak TeG ∼= XL(G)
ve smyslu vektorových prostor̊u.

Důkaz: Definujeme zobrazeńı f : XL(G) → L(G), f(X) := X(e)∀X ∈ XL(G).
Pak dostaneme X(a) = d(La)(e)X(e) pro každé a ∈ G. Důkaz, že f je bijekce,
je uveden v [CL].

Definice (lineárńı Lieova grupa)

Řekneme, že Lieova grupa je lineárńı, pokud to je uzavřená Lieova podgrupa
v GL(n) (př́ıpadně v GL(n,C)) pro nějaké n ∈ N. Lieovu algebru g nazýváme
lineárńı, pokud g = L(G) pro nějakou lineárńı Lieovu grupu G, a pokud nav́ıc
operace na ńı je komutátor matic.

Definice (polojednoduchá Lieova algebra)

Polojednoduché ř́ıkáme Lieovým algebrám, jejichž maximálńı abelovský ideál
(z hlediska inkluze podalgeber) je nula.

Př́ıklady: V této práci nás budou zaj́ımat pouze Lieovy algebry maticových grup
na reálných a komplexńıch č́ıslech definovaných v minulé kapitole. Vyṕı̌seme
pouze jejich definice, podrobné odvozeńı je v literaturě [FH].
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Označ́ıme L(GL(n)) = gl(n) := M(n) ve smyslu Lieovy algebry GL(n).

L(SL(n)) = sl(n) := {A ∈ gl(n), trA = 0} a plat́ı: gl(n) = sl(n)
⊕

R.

L(B(n)) = b(n) = {A ∈ gl(n), A je horńı trojúhelńıková }

L(O(n)) = L(SO(n)) = so(n) = {A ∈ gl(n), AT = −A}

L(GL(n,C)) = gl(n,C) := M(n,C)).

L(SL(n,C)) = sl(n,C) := {A ∈ gl(n,C), trA = 0}.

L(U(n)) = L(SU(n)) = su(n,C) = {A ∈ gl(n,C), A? = −A}

Všechny tyto Lieovy algebry jsou lineárńı, přičemž sl, so a su jsou nav́ıc
polojednoduché, viz [FH].

Tvrzeńı (Closed subgroup theorem): Necht’ G je Lieova grupa, H ⊂ G uzavřená
množina v G a H je podgrupa v G. Pak H je uzavřená Lieova podgrupa v G.

Důkaz: viz literatura [CL] (Closed subgroup thorem).

Pozn: K Lieově algebře g obecně neexistuje jednoznačně určená Lieova grupa G,
aby platilo L(G) = g. Pro lineárńı Lieovy grupy ovšem plat́ı, že je můžeme rekon-
struovat z jejich Lieovy algebry pomoćı exponenciálńıho zobrazeńı ve smyslu
následuj́ıćıch dvou tvrzeńı.

Definice (maticová exponenciála)

Exponenciálu je možné definovat pro obecný prvek Lieovy algebry, ovšem pro
účely této práce bude stačit definovat exponenciálu pouze pro matice. Necht’ A

je tedy libovolná čtvercová matice. Definujeme exp(A) := E +A+ A2

2! + ...

Pozn: Toto zobrazeńı je dobře definováno, snadno se dokáže, že nekonečná řada
exp(A) absolutně konverguje, viz [FH].

Tvrzeńı: G je lineárńı Lieova grupa, g = L(G). Pak zobrazeńı exp : g → G
je hladké, určuje vnořenou souvislou podgrupu exp(g) a existuj́ı U okoĺı 0 v g
(= TeG) a V okoĺı e v G taková, že exp difeomorfně zobraźı U na V .

Důkaz: viz [CL]

Tvrzeńı: Necht’ G je topologická grupa, U je otevřené okoĺı e. Pak existuje (tzv.
symetrické) otevřené okoĺı V ⊂ U , že ∀v ∈ V je v−1 ∈ V . Pokud je nav́ıc G
souvislá, pak U generuje G v tom smyslu, že každý prvek v G lze napsat jako
součin konečného počtu prvk̊u v U .

Důkaz: Necht’ i je spojité zobrazeńı, které přǐrazuje v grupě G inverzńı prvek.
Pak i(U) je také otevřené okoĺı e a V := i(U)∩U je tedy otevřené okoĺı e, které
splňuje zadanou podmı́nku.
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Nyńı necht’ je nav́ıc G souvislá. Definujeme posloupnost otevřených okoĺı
e: U1 := U , Un+1 := UUn, kde UUn = {uw, u ∈ U a w ∈ Un}. Tato
množina je otevřená, protože UUn =

⋃
u∈Un(Lu(U)) a translace je difeomorfis-

mus. Množiny Un jsou tedy z definice otevřená okoĺı e, splňuj́ıćı: U1 ⊂ U2 ⊂ ....
Pak U∞ := ∪∞i=1U

i je otevřené okoĺı e. U∞ je z definice uzavřené na grupovou
operaci v G, tedy to je podgrupa v G. Rozkladové tř́ıdy {gU∞, g ∈ G} jsou
otevřené množiny a tvoř́ı pokryt́ı G. Ale G je souvislá, tedy je tvořena pouze
jednou rozkladovou tř́ıdou, tedy {gU∞, g ∈ G} = G.

Důsledek: Necht’ G je souvislá lineárńı Lieova grupa, pak ke každému g ∈ G ex-
istuje konečná posloupnost X1, X2, ..., Xk v L(G), že plat́ı: g = exp(X1)exp(X2)
...exp(Xk) .

2.3 Homogenńı prostory

V této kapitole zavedeme zp̊usob, jak ztotožnit některé hladké variety s kvo-
cientem Lieovy grupy a jej́ı izotropńı podgrupy pomoćı pojmu homogenńıho
prostoru. Definujeme izotropńı podgrupu homogenńıho prostoru a Borelovu
podgrupu a zformulujeme několik tvrzeńı o jejich vztahu. Nakonec ukážeme
obecný zp̊usob, jak zkonstruovat hladký atlas na kvocientu Lieovy grupy a
nějaké jej́ı uzavřené Lieovy podgrupy a ukážeme, že kvocient podle izotropńı
podgrupy je difeomorfńı s homogenńım prostorem.

Definice (normálńı Lieova podgrupa)

Řekneme, že uzavřená podgrupa H v G je normálńı Lieova podgrupa, pokud
H je nav́ıc normálńı podgrupa grupy G.

Definice (akce grupy, orbita)

Necht’ G je grupa a M je hladká varieta. Řekneme, že hladké zobrazeńı
(, ) : G ×M → M , definované jako (g, x) := gx, je akce grupy G na M , pokud
splňuje dvě podmı́nky: (e, x) = x pro jednotkový prvek e ∈ G a každé x ∈ M ;
(gh, x) = (g(h, x)) pro každé x ∈M a g, h ∈ G.

Definujeme orbitu akce grupy G na M jako Ox := {gx, g ∈ G}

Definice (homogenńı prostor)

Řekneme, že hladká varieta M je homogenńı prostor Lieovy grupy G, pokud
G má akci na M takovou, že Ox = M pro každé x ∈ M . Grupu G potom také
můžeme nazývat transformačńı grupou homogenńıho prostoru M .

Pozn: Ekvivalentńı podmı́nkou, aby M byl homogenńı prostor Lieovy grupy G
je, že existuje takové x ∈ M aby Ox = M . Původńı definice pak plyne z toho,
že orbity rozkládaj́ı množinu G na tř́ıdy ekvivalence.

Definice (izotropńı grupa)
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Necht’ M je homogenńı prostor Lieovy grupy G, x0 ∈ M . Pak Gx0
:= {g ∈

G, gx0 = x0} nazýváme izotropńı grupa (př́ıpadně izotropńı podgrupa) prostoru
M vzhledem k prvku x0.

Pozn: Je velmi jednoduché ověřit, že izotropńı grupa Gx0 je podgrupa v G.

Pozn: Nezálež́ı na výběru prvku, podle kterého vezmeme izotropńı grupu. Ho-
mogenńı prostor má jednu orbitu, tedy můžeme zobrazit jednu izotropńı grupu
na druhou pomoćı vnitřńıch automorfismů.

Tvrzeńı: Gx0 z minulé definice je uzavřená Lieova podgrupa v G.

Důkaz: Gx0
je podgrupa v G. Ukážeme, že Gx0

je uzavřená: zvoĺıme posloupnost
gn v Gx0

konverguj́ıćı k nějakému bodu x ∈ G. Pak ze spojitosti akce plat́ı:
gx0 = limn→∞ gnx0 = limn→∞ x0 = x0, tedy g ∈ Gx0 . Pak podle tvrzeńı
(Closed subgroup theorem) je Gx0 uzavřená Lieova grupa v G.

Definice (Cartanova podalgebra, kořenový systém)

Necht’ je g polojednoduchá lineárńı Lieova algebra. Pak jej́ı maximálńı (z
hlediska inkluze podalgeber) komutativńı podalgebru skládaj́ıćı se z diagonali-
zovatelných matic h ⊂ g nazveme jako Cartanovu podalgebru g.

Řekneme, že lineárńı forma α ∈ h∗ je kořen, pokud je netriviálńı a označ́ıme
Vα := {a ∈ g , že ∀H ∈ h plat́ı [H, a] = α(H) a } 6= ∅. Symbolem ∆ označ́ıme
kořenový systém, tj.: množinu všech kořen̊u v g. Kořen α ∈ ∆ nazýváme kladný,
pokud prvńı nenulový koeficient ai ve výrazu α(h) =

∑n
i=1 aihi je kladný (kde

h = (h1, h2, ..., hn)) a označ́ıme ∆+ množinu všech kladných kořen̊u v g.

Tvrzeńı: Necht’ h je Cartanova podalgebra a ∆ kořenový systém v g. Potom
plat́ı g = h⊕

⊕
α∈∆(Vα). Nav́ıc dimVα = 1 pro všechna α ∈ ∆.

Důkaz: Rozklad př́ımo z definice, viz literatura [FH].

Definice (parabolická a Borelova podgrupa)

Necht’ G je Lieova grupa, g = L(G), h Cartanova podalgebra a ∆+ jsou
kladné kořeny v g. Pak definujeme Borelovu podalgebru v g jako b := h ⊕⊕

α∈∆+(Vα). Pak ř́ıkáme Borelova podgrupa takové souvislé podgrupě B v G,
která splňuje L(B) = b. Parabolické podgrupy nazýváme podgrupy P v G
takové, že B ⊂ P ⊂ G.

Tvrzeńı: Borelova podgrupa je uzavřená Lieova podgrupa.

Důkaz: viz literatura [FH]

Tvrzeńı: Borelova podgrupa v GL(n) je B(n).

Důkaz: Vı́me, že gl(n) je Lieova algebra od GL(n). Napřed rozlož́ıme gl(n) =
R⊕sl(n). Matice, které komutuj́ı se všemi ostatńımi v sl(n), jsou právě všechny
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diagonálńı matice. Ty tedy tvoř́ı Cartanovu podalgebru h v sl(n). Kořenový
systém se skládá z prvk̊u (ei − ej), i 6= j. Kladné kořeny jsou takové, pro které
i < j. Tak dostaneme, že

⊕
α∈∆+(Vα) jsou právě striktně horńı trojúhelńıkové

matice. Pak z definice Borelovy algebry je b = h ⊕
⊕

α∈∆+(Vα) algebra všech
horńıch trojúhelńıkových matic se stopou 0. Přidáńım R ⊕ h dostaneme Car-
tanovu algebru gl(n) (protože prvky R komutuj́ı se vš́ım). Tedy celkem je
Borelova algebra gl(n) tvořena horńımi trojúhelńıkovými maticemi, a z toho
plyne, že Borelova podgrupa v GL(n) je B(n).

Důsledek: Necht’ G je lineárńı Lieova grupa. Pak jej́ı Borelova podgrupa je G ∩
B(n).

Definice (kvocient transformačńı grupy)

Necht’ M je homogenńı prostor Lieovy grupy G, H je nějaká uzavřená Lieova
podgrupa v G. Označme gH := {gh, h ∈ H} a G/H := {gH, g ∈ G}. Stejně
jako u kvocientu grupy vezmeme reprezentanty rozkladových tř́ıd ekvivalenćı
gH. Tuto množinu tř́ıd ekvivalenćı znač́ıme G/H a nazýváme kvocient G a H.
Označ́ıme M := G/H. Necht’ pak x ∈ M odpov́ıdá gH ∈ G/H. Akce G na
M = G/H je pak zadána takto: (g′, x) = (g′, gH) = g′gH = (g′, (g,H)).

Tvrzeńı: Necht’ G je Lieova grupa, H je uzavřená Lieova podgrupa. Pak G/H
je hladká varieta.

Uvedeme podrobný d̊ukaz tohoto tvrzeńı založený na náznaku d̊ukazu v
[CL].

Důkaz: Zvoĺıme podprostor m v L(G), který splňuje L(G) = L(H)⊕m. Defin-
ujeme zobrazeńı ϕ : L(H)⊕m→ G jako ϕ(A,B) := exp(A)exp(B). Zvoĺıme V
okoĺı 0 v L(H) a W okoĺı 0 v m tak, aby ϕ difeomorfně zobrazilo V ×W na
nějaké okoĺı e v G a označ́ıme toto okoĺı U . Dále vybereme kompaktńı symet-
rické okoĺı C ⊂W takové, že plat́ı exp(C)exp(C) ⊂ U . m a L(H) jsou vektorové
prostory, tedy můžeme zvolit souřadnice x1, x2, ..., xk na V a y1, y2, ..., yq na C
takové, že −1 < xi < 1, 1 ≤ i ≤ k a −1 ≤ yj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ q. Nyńı máme
takto zavedené souřadnice na Q = ϕ(V × C) pomoćı ϕ−1 : Q → V × C.
Rozděĺıme Q jako disjunktńı sjednoceńı ϕ(V × {c}) pro c ∈ C. Zřejmě plat́ı
ϕ(V × {0}) = exp(V )exp(0) = exp(V ) = H ∩ U . Nyńı budeme cht́ıt ukázat,
že toto je správný zp̊usob, jak na kvocientu zavést rozkladové tř́ıdy. Dokážeme
proto následuj́ıćı pomocné tvrzeńı:

Lemma: ∀g ∈ G existuje nejvýše jedno c ∈ C, aby {gH}∩Q⊂ ϕ(V×{c}).

Důkaz lemmatu: Předpokládejme, že c, c′ ∈ C jsou taková, že exp(c)exp(V ) a
exp(c′)exp(V ) lež́ı obě ve stejné rozkladové tř́ıdě gH = exp(c)H = exp(c′)H.
Potom exp(c)exp(−c′) ∈ H ∩U = ϕ(V ×{0}) = exp(V ) (exp(−c′) je inverzńı k
exp(c′)). To znamená, že existuje v ∈ V , aby exp(v) = exp(c)exp(−c′). Z toho
plyne ϕ({v} × {c′}) = exp(v)exp(c′) = exp(c) = exp(0)exp(c) = ϕ({v} × {c′}).
Protože ϕ je difeomorfismus a tedy bijekce, c = c′ a v = 0 je jediná možnost,
která připadá v úvahu.
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Pokračujeme v d̊ukazu tvrzeńı: definujeme zobrazeńı φ : H × int(C) →
int(Q), φ(h, c) := exp(c)h. Pak je toto zobrazeńı difeomorfismus (je pouze
zúžeńım grupové operace) a φ−1(exp(c), h) = (h, c). Ještě definujeme projekci
π : H × C → C a můžeme zač́ıt konstruovat atlas. Pak kombinaćı těchto dvou
zobrazeńı dostaneme f : int(Q)H → m, f(gh) = π ◦ φ−1(gh) = x, kde m = Rq
a x = (x1, x2, ..., xq). Nav́ıc plat́ı, že f je submerze.

Nyńı pokryjemeG otevřenými množinami ve tvaru {a·int(Q)H} přes všechna
a ∈ G. Každé rozkladové tř́ıdě přǐrad́ıme lokálńı souřadnice zobrazeńım fa =
f ◦La−1. Na pr̊uniku {a · int(Q)H} ∩ {b · int(Q)H} je pak ψa,b = Lab−1 hladké
zobrazeńı.

Ke každému prvku a ∈ G umı́me přǐradit otevřenou množinu a Ua :=
a · int(Q)H z pokryt́ı G. Definujeme standardńı kvocientovou projekci p : G→
G/H, která prvku g přǐrazuje rozkladovou tř́ıdu gH. Označ́ıme P : G/H →
G tř́ıdovou funkci, která zobrazuje rozkladovou tř́ıdu gH na libovolný prvek
splňuj́ıćı p(g) = gH. Mohli bychom zvolit ke každé rozkladové tř́ıdě reprezen-
tanta v G, abychom definovali P explicitně, ale tato definice pro naše záměry
stač́ı, protože na výběru prvku nezálež́ı. Nyńı můžeme konečně sestrojit atlas:
{(Ua, Fa)}a∈G, Fa := fa ◦ P .

Zbývá ukázat, že G/H vybavený t́ımto atlasem je lokálně homeomorfńı Rq.
Pro pevné a ∈ G je Fa z definice spojitá bijekce. Stač́ı ukázat, že Fa je nav́ıc
otevřené zobrazeńı. Ze spojitosti projekce p plyne, že pro Z ⊂ Ua otevřenou je
P (Z) otevřená a fa je otevřené zobrazeńı, protože to je submerze. Fa je tedy
homeomorfismus Ua na Rq.

Důsledek: G je Lieova grupa a H je jej́ı normálńı uzavřená Lieova podgrupa.
Pak G/H je Lieova grupa.

Tvrzeńı: Necht’ G je Lieova grupa, M je homogenńı prostor G a Gx0
je izotropńı

podgrupa G vzhledem k M. Potom G/Gx0
a M jsou difeomorfńı ve smyslu

hladkých variet.

Důkaz: Vrát́ıme se zpět k akci G na M předefinované pro kvocient: (g′, gH) =
g′gH. Zvoĺıme libovolně x0 ∈M a výběrem izotropńı grupyH = Gx0

dostaneme,
že podle minulého tvrzeńı je G/Gx0

hladká varieta. Definujeme zobrazeńı T :
G/H → M jako T (gH) := gx0. To, že je zobrazeńı dobře definováno, plyne
z toho, že pro g, g′ ∈ G plat́ı gH = g′H právě tehdy, když g′g−1 ∈ H. To
znamená, že g′g−1x0 = x0 a tedy g′x0 = gx0 nastane právě pro gH = g′H.
T je tedy nav́ıc bijekce a je spojité, protože se pak dá napsat pomoćı tř́ıdové
funkce P z d̊ukazu minulého tvrzeńı jako T (gH) = T ′(P (gH)), T ′(g) = gx0 a
P, T ′ jsou spojitá.

Předefinujeme translaci pro kvocient podobným zp̊usobem jako akci: pro
a ∈ G definujeme La(gH) = agH. Takto máme tedy translaci definovanou na G
i G/H. Z definice Lieovy grupy G je La na G difeomorfismus, stejně tak La−1 je
difeomorfismus na G/H. Pak můžeme zobrazeńı T napsat jako T (aH) = La◦T ◦
La−1(aH) pro každé a ∈ G. Dı́ky tomuto triku dostaneme prvńı podmı́nku, a to,
že zobrazeńı T je hladké na okoĺı eH právě tehdy když je všude hladké. Stejný
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trik použijeme pro diferenciál, abychom dostali druhou podmı́nku: dT (aH) =
dLa(x0) ◦ dT (eH) ◦ dLa−1(aH) je izomorfismus TaH(G/H) s Tax0

(M) právě
tehdy, když dT (eH) je izomorfismus TeH(G/H) s Tx0

(M) (pokud považujeme
předchoźı podmı́nku spojitosti za splněnou). Ověř́ıme-li tedy, že obě podmı́nky
jsou pravdivé, pak podle [CL] (Inverse function theorem) bude T difeomorfismus,
tedy tvrzeńı bude dokázáno.

Prvńı podmı́nka je splněna snadno: restrikce T na int(C) je dána jako
restrikce T ′ ◦ P na int(C). T ′ je hladké, protože takto chápané je restrikćı
grupové operace a p je difeomorfismus, který zobrazuje int(C) na otevřenou
množinu Ue. Můžeme tedy ověřovat druhou podmı́nku. Opět použijeme vlast-
nost́ı projekce, tedy abychom ukázali, že dT (eH) je izomorfismus, ukážeme,
že dT ′(e) je izomorfismus vektorových prostor̊u (už v́ıme, že p je difeomor-
fismus) Tx0

(M) a Te(exp(int(C))) = m. Vybereme v ∈ Te(exp(int(C))) a
s křivku takovou, že s(t) = exp(tv)x0. Pak plat́ı dT ′(e)(v) = s′(0). Stač́ı
ukázat, že dT ′(e) je prosté, tedy že s′(0) = 0 implikuje v = 0. Necht’ tedy
plat́ı s′(0) = 0 a označ́ıme a := exp(t0v) pro nějaké pevně zvolené t0. Pak
La(s(t)) = exp(t0v)exp(tv)x0 = s(t0 +t). Potom dLa(e)(s′(0)) = s′(t0). Protože
s′(0) = 0, plat́ı 0 = s′(t0). Vzhledem k tomu, že t0 jsme zvolili libovolně, plat́ı
s′(t) = 0 pro každé t ∈ R. Protože z definice plat́ı s′(t) = exp(tv)vx0 = 0 všude,
muśı platit v = 0.
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Kapitola 3

Grassmannovy variety

3.1 Definice a vlastnosti

Ted’, když máme připravená všechna potřebná tvrzeńı, můžeme konečně defi-
novat Grassmannovu varietu a ukázat pár jej́ıch základńıch vlastnost́ı. Uvedeme
obecnou definici na vektorovém prostoru, ale v textu budeme pracovat pouze s
Grassmanniánem na reálných č́ıslech a budeme přidávat poznámky, jak upravit
d̊ukazy tvrzeńı, aby fungovaly v komplexńıch č́ıslech.

Definice(projektivńı prostor)

Projektivńı prostor definujeme jako množinu: P (Rn) := (Rn+1\{0})/ ∼, kde
pro x, y ∈ (Rn+1 \ {0}) je definovaná relace x ∼ y, když existuje λ ∈ R, λ 6= 0:
λx = y.

Definice(Grassmannova varieta)

Necht’ n, k jsou přirozená č́ısla. Pak Gr(k, n) je množina všech k dimen-
zionálńıch vektorových podprostor̊u v Rn. Tuto množinu nazýváme Grassman-
nova varieta nebo Grassmannián.

Grassmannovu varietu můžeme také definovat na obecném lineárńım vek-
torovém prostoru V . Pak pro přirozené k znač́ıme Gr(k, V ) množinu všech k-
dimenzionálńıch vektorových podprostor̊u obsažených ve V . Necht’ n je přirozené.
Pro V = Cn źıskáme komplexńı Grassmannovu varietu. Označeńım V = Rn
dostaneme Gr(k,Rn) = Gr(k, n), tedy p̊uvodńı definici.

Pozn: V tomto textu se omeźıme výhradně na práci s reálnou a komplexńı Grass-
mannovou varietou. Prvky Gr(k, n) jako vektorové prostory budeme reprezen-
tovat jako k × n matice reálných č́ısel (vzhledem k předem zvolené bázi Rn),
jejichž řádky generuj́ı daný k-dimenzionálńı podprostor.

Pozn: Definice funguje pro libovolná n, k přirozená č́ısla, pro k větš́ı než n
je Gr(k, n) prázdná množina. Můžeme rozš́ı̌rit definici tak, že povoĺıme k z
přirozených č́ısel s přidanou nulou. Gr(0, n) definujeme jako Rn (dodefinujeme
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Gr(0, V ) = V ). To se nám bude později hodit při dokazováńı vlastnost́ı Grass-
manniánu.

Pozn: Pro k = 1 je Gr(1, n+ 1) přesně podle definice projektivńı prostor na Rn.
Grassmannova varieta je tedy zobecněńım pojmu projektivńıho prostoru.

Tvrzeńı: Gr(k, n) a Gr(n− k, n) jsou bijektivńı.

Důkaz: Ověř́ıme, že zobrazeńı o přǐrazuj́ıćı množině jej́ı ortogonálńı doplněk v
Rn je bijekce mezi Gr(k, n) s Gr(n−k, n). Necht’ A ∈ Gr(n, k). Pak o(A) = A⊥.
Dimenze A je k, tedy dimenze A⊥ je n−k. Z toho plyne, že o(A) ∈ Gr(n−k, n),
tedy o je dobře definováno. Zobrazeńı o je pak prosté, protože dvě množiny maj́ı
stejný ortogonálńı doplněk právě tehdy, když jsou stejné. Dále je na, protože
o(o(A)) = A.

Pozn: obecněji plat́ı, že Gr(k, V ) a Gr(n− k, V ∗) jsou bijektivńı.

Př́ıklady: v dimenzi n = 1 dostaneme pouze Gr(0, 1) ' Gr(1, 1) = R. Pro
n = 2 a n = 3 máme nav́ıc projektivńı prostory Gr(1, 2) = P (R2), Gr(2, 3) '
Gr(1, 3) = P (R3) (což odpov́ıdá geometrickému faktu, že rovinu v R3 lze až
na orientaci popsat normálou). Teprve pro n = 4 dostaneme (nejjednodušš́ı)
Grassmannián Gr(2, 4), který neńı izomorfńı žádnému projektivńımu prostoru.

3.2 Atlas

Abychom ukázali, že Grassmannián je hladká varieta, sestroj́ıme jeho at-
las. Později ukážeme konstrukci izomorfńı Grassmanniánu, ze které budou tyto
vlastnosti vidět ihned, a nav́ıc ukážeme, že Grassmannián je kompaktńı.

Tvrzeńı: Gr(k, n) je hladká varieta dimenze n(n− k).

Důkaz: Máme zadána přirozená č́ısla n, k. Pro každou k-prvkovou podmnožinu
K ⊂ {1,2,..,n} definujeme VK := {T ∈ Gr(k, n), x ∈ T → ∃i ∈: xi 6= 0}. Nyńı
pevně zvoĺıme množinu K = {i1 < i2 < ... < ik} a zvoĺıme l ∈ 1, 2, ..., k. Pro
každé T ∈ VK existuje n− k jednoznačně určených (reálných) č́ısel xl1, ..., x

l
n−k,

aby platilo, že vektor x zkonstruovaný takto:

na indexu j je :
• 0 pro j ∈ k a zároveň j 6= l
• 1 pro j = l
• xlj jinak,

je obsažený v T .

Tato č́ısla můžeme spoč́ıtat z algebraické soustavy n − k rovnic pro k di-
menzionálńı lineárńı podprostor dosazeńım vektoru x do soustavy: dostaneme
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soustavu n − k rovnic o n − k neznámých, která má právě jedno řešeńı. Tento
výpočet provedeme pro každé l ∈ {1, 2, ..., k}. Nyńı můžeme definovat

fK(T ) := (x1
1, ..., x

1
n−k, x

2
1, ..., x

2
n−k, ..., x

k
1 , ..., x

k
n−k).

Dostaneme takto, že dimenze Gr(k, n) je k(n− k).

Zbývá zkonstruovat přechodové funkce mezi mapami a ukázat, že to jsou
difeomorfismy. Přechodová funkce z VK′ do VK je definována jako

ψK′,K(x1
1, ..., x

1
n−k, ..., x

2
n−k, ..., x

k
1 , ..., x

k
n−k) :=

fK(f−1
K′ (x

1
1, ..., x

1
n−k, ..., x

2
n−k, ..., x

k
1 , ..., x

k
n−k))

na VK ∩VK′ . Z hlediska pohledu na prvky Gr(k, n) jako na k×n matice vlastně
přechodová funkce napřed sestav́ı ze zadaných k(n−k) souřadnic př́ıslušných ke
K ′ matici AK′ , a potom ji transformuje na matici AK , ze které vrát́ı souřadnice
př́ıslušné K. Protože obě matice reprezentuj́ı stejný prvek, muśı existovat X ∈
GL(n), že AK = XAK′ . Nav́ıc toto zobrazeńı, které k AK′ přǐrad́ı AK = XAK′

je jistě difeomorfismus a tedy i přechodová funkce je difeomorfismus.

Takto mohou vypadat dvě matice reprezentuj́ıćı stejný prvek Grassmanniánu:



1 ∗ . . ∗
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .

1 ∗ . . ∗





1 ∗ ∗ . ∗
. ∗ ∗ ∗

1 ∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗ ∗
∗ . ∗ ∗
∗ . ∗ ∗
∗ 1 ∗ . ∗



Pozn: Při konstrukci atlasu pro Gr(k,C) postupujeme zcela analogicky.
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3.3 Kvocient podle izotropńı grupy

Nyńı budeme cht́ıt použ́ıt dokázaná tvrzeńı z kapitoly Homogenńı prostor.
Nejprve ukážeme, že Gr(k, n) tvoř́ı homogenńı prostor ortogonálńı grupy O(n).
Potom najdeme parabolickou podgrupu akce zadané homogenńım prostorem.
Tato grupa neńı obecně normálńı, ale faktorizaćı ortogonálńı grupy źıskáme
hladkou varietu izomorfńı s Grassmanniánem. Na konci kapitoly nav́ıc ukážeme
daľśı konstrukce pro komplexńı a orientovaný Grassmannián.

Tvrzeńı: Gr(k, n) je homogenńı prostor grupy O(n).

Důkaz: Necht’A,B ∈ Gr(k, n). Stač́ı ukázat, že ∃X ∈ O(n), aby platilo: (X,A) =
XA = B. To je ekvivalentńı skládáńı automorfismů X ◦A = B. Vı́me, že prvky
ortogonálńı grupy jsou invertibilńı a tedy X = B ◦A−1.

Tvrzeńı: Izotropńı grupa libovolného prvku Gr(k, n) jako homogenńıho prostoru
z minulého tvrzeńı je O(k)×O(n− k)

Důkaz: Protože nezálež́ı na volbě prvku x0, zvoĺıme si prvek odpov́ıdaj́ıćı pod-
prostoru generovanému kanonickou báźı v Rk. Ortogonálńı grupa dimenze k
odpov́ıdá grupě automorfismů, které zachovávaj́ı standardńı skalárńı součin na
Rk. Zároveň z definice vyplývá, že tyto automorfismy zachovaj́ı vlastnost pod-
prostor̊u procházet počátkem Rk. Naše kanonická báze je zároveň ortonormálńı
báze v Rk. Jej́ım ortogonálńım doplňkem v Rn−k je přesně kanonická báze
Rn−k a plat́ı Rk ⊕ Rn−k = Rn. Nyńı hledáme maximálńı podgrupu H v O(n),
která zachová skalárńı součin na těchto podprostorech. To je přesně podgrupa
O(k)×O(n− k).

Následuj́ıćı obrázek znázorňuje, jak je podgrupa O(k) × O(n − k) vnořena
do O(n): 

O(k)

O(n− k)



Důsledek: Gr(k, n) a O(n)/(O(k) × O(n − k)) jsou difeomorfńı hladké vari-
ety. Z toho (a z tvrzeńı v druhé kapitole o vlastnostech ortogonálńı grupy)
snadno vyplývá, že Grassmannián je kompaktńı a jeho dimenze je k(n − k)
podle následuj́ıćıho výpočtu:

dimGr(k, n) = dimO(n)/(O(k)×O(n− k)) = (
1

2
n(n− 1))− (

1

2
k(k − 1)

−1

2
(n− k)(n− k− 1)) =

1

2
(n2−n+ k2− k−n2− k2 +n− k+ 2kn) = k(n− k)
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Pozn: Volbou unitárńı grupy mı́sto ortogonálńı dostaneme difeomorfismus mezi
Gr(k,Cn) a U(n)/(U(k)×U(n−k)). Speciálńı ortogonálńı grupa nám dává difeo-
morfismus SO(n)/(SO(k)× SO(n− k)) a Gro(k, n), tzv. orientovaného Grass-
manniánu. Kombinaćı obou předchoźıch úvah je difeomorfismus pro speciálńı
unitárńı grupu a komplexńı orientovaný Grassmannián.
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Kapitola 4

Vlajkové variety

4.1 Definice a vlastnosti

Definice (vlajka, vlajková varieta, úplná a neúplná vlajková varieta)

Vlajka typu (d1, d2, ..., dk) ve vektorovém prostoru V dimenze n je ostře
rostoućı posloupnost lineárńıch podprostor̊u {0} = V0 ⊂ V1 ⊂ ... ⊂ Vk = V
pro kterou plat́ı 0 = d0 < d1 < ... < dk = n, di je dimenze Vi. Vlajkám, které
splňuj́ı di = i pro i = 1, 2, ..., k ř́ıkáme úplné vlajky, ostatńım ř́ıkáme neúplné.

Jako vlajkovou varietu Fd1,d2,...,dk(n) označ́ıme množinu všech vlajek typu
(d1, d2, ..., dk) ve vektorovém prostoru V = Rn. Nav́ıc si označ́ıme úplnou vla-
jkovou varietu CF(n) množinu všech úplných vlajek v Rn.

Pozn: Vlajky budeme reprezentovat jako matice (vzhledem k předem zvolené
bázi) tvořené po řádćıch odspodu vektory v1, v2, ..., vk takovými, že v1, ..., vi
generuj́ı Vi. Pak zvoĺıme bázi takovou, že tato matice je horńı trojúhelńıková
pro úplné vlajky a odstupňovaná horńı pro neúplné vlajky.

Pozn: každou neúplnou vlajku lze (ne jednoznačně) doplnit vhodnými podpros-
tory na nějakou úplnou vlajku. Analogicky lze naopak ub́ıráńım podprostor̊u
z úplné vlajky dostat nějakou neúplnou vlajku.

Pozn: Grassmannián Gr(k, n) je jako speciálńı př́ıpad Fk,n.

4.2 Úplné

Tvrzeńı: CF(n) je homogenńı prostor GL(n).

Důkaz: Budeme cht́ıt ukázat, že pro libovolné A,B ∈ CF(n) existuje X ∈
GL(n), aby platilo: XA = B. Vzhledem k tomu, že A,B ∈ B(n) (podle
poznámky v předchoźı kapitole), jsou také invertibilńı, existuje A−1. Pak X :=
BA−1 ∈ GL(n) splňuje XA = B.
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Tvrzeńı: Izotropńı grupa úplné vlajkové variety CF(n) je přesně grupa horńıch
trojúhelńıkových matic B(n).

Důkaz: Protože nezálež́ı na výběru prvku, podle kterého zvoĺıme izotropńı grupu,
vybereme si speciálně tzv. standardńı úplnou vlajku: Vi :=< {e1, e2, ..., ei} >
tvořenou prvky kanonické báze e1, e2, ..., en v Rn. Matice A reprezentuj́ıćı stan-
dardńı vlajku při výběru kanonické báze má jedničky na diagonále a nad ńı,
pod diagonálou má nuly. Izotropńı grupa je tedy tvořena všemi X ∈ GL(n)
pro které plat́ı, že XA je podobná A. To jsou právě všechny regulárńı horńı
trojúhelńıkové matice B(n).

Důsledek: CF(n) je hladká varieta difeomorfńı s kvocientemGL(n)/B(n) a plat́ı:

dimCF(n) = dimGL(n)− dimB(n) =
n(n− 1)

2
.

4.3 Neúplné

Pozn: Úplná vlajková varieta je speciálńı př́ıpad, kdy Borelova podgrupa je
přesně izotropńı podgrupa. Parabolické podgrupy v CF(n) jsou z definice tvořeny
grupami odpov́ıdaj́ıćıch blokově horńıch trojúhelńıkových matic v GL(n), což
jsou právě parabolické podgrupy ve vlajkové varietě, viz literatura [FH] (Homo-
geneous Spaces).

Důsledek: Pro každou posloupnost d1, d2, ..., dk plat́ı, že Fd1,d2,...,dk(n) je hladká
varieta difeomorfńı s GL(n)/Bn1,n2,...,nk

, kde Bn1,n2,...,nk
je grupa regulárńıch

blokově horńıch trojúhelńıkových n × n matic, kde ni rozměry i-tého bloku
odpov́ıdaj́ı di − di−1.

Pozn: Vlajková varieta je také homogenńı prostor ortogonálńı grupy. Analogicky
ke Grassmanniánu najdeme izotropńı podgrupu O(n1)×O(n2)× ...×O(nk), kde
ni jsou dimenze blok̊u z minulého d̊usledku. Pak Fd1,d2,...,dk(n) a O(n)/(O(n1)×
O(n2) × ... × O(nk)) jsou difeomorfńı hladké variety. Pro vlajkové variety v
komplexńıch č́ıslech opět jako u Grassmanniánu nahrad́ıme ortogonálńı grupu
unitárńı grupou, viz [FH].

Takhle může vypadat izotropńı podgrupa některé vlajkové variety:



n1

n2

.
.
.

nk
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