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Kapitola 1
Uvod

Cilem této préce je popsat Grassmannovy a vlajkové variety, které zobecnuji
geometricky pojem projektivniho prostoru. Ten muze byt na R™ geometricky
interpretovan jako mnozina vsech piimek prochdzejicich poc¢atkem, tedy vSech
jedno-dimenzionalnich linedrnich podprostoru v R™. Grassmannova varieta je
pak zobecnénim tohoto konceptu pro vice-dimenzionalni podprostory obecného
linedrniho vektorového prostoru. Obecné je Grassmannova varieta Gr(k, V') defi-
novana jako mnozina vsech k-dimenzionalnich podprostoru ve vektorovém pros-
toru V' pro k € N. V této praci budeme ale pracovat pouze s Grassmannovymi
varietami na R™, které budeme znacit Gr(k,n).

Grassmannovy variety je mozné zavést také pomoci vnéjsi algebry A(V)* na
vektorovém prostoru V pomoci tzv. rozlozitelngch vektori. Prvek v € A*(V)
je rozlozitelny, pokud existuji vy, vs,...,vx € V tak, aby vy Avg A ... Avg = v.
Pro pevné k oznatime R mnozinu vSech nenulovych rozlozitelnych vektoru v
A(V)* a zavedeme na ni ekvivalenci ~ takto: pro u,v € R plati u ~ v prave
tehdy, kdyz existuje a € R, # 0 tak, aby u = av. Potom R/ ~ je bijektivn{
s Gr(k,n), viz [KS]. Takto je velmi dobfe vidét, ze pro volbu V = R" ™1 k =1
ekvivalence ~ splyva s ekvivalenci ~' v obvyklé definici projektivniho prostoru
P(R") := (R"*1\ {0})/ ~', kde pro z,y € (R"*1\ {0}) plati z ~' y prévé kdyz
existuje A € Ry A # 0: Az = y.

Dalsim krokem v zobecnéni projektivniho prostoru jsou vlajkové variety.
To jsou mnoziny ostie rostoucich (ve smyslu inkluze) posloupnosti podprostoru
daného vektorového prostoru. Grassmannidn je tak nejjednodussim piikladem
vlajkové variety, kterd obsahuje pouze jeden vlastni podprostor.

V prvnich dvou podkapitolach kapitoly Teorie Lieovych grup nejprve podame
souhrn zakladnich definic teorie Lieovych grup, abychom mohli definovat hlad-
kou varietu a nékolik zobrazeni mezi hladkymi varietami, Lieovu grupu a jeji
algebru, uzavienou podgrupu Lieovy grupy a exponencialni zobrazeni. Protoze
nam k popsani nasich variet budou stacit linearni Lieovy grupy, zavedeme ex-
ponencidlu pouze pro maticové grupy. Déle zformulujeme nékolik zakladnich
tvrzeni o vlastnostech exponencidly a uzavienych podgrupédch v Lieové grupeé.
Uvedeme také definice maticovych Lieovych grup a algeber, se kterymi budeme
pracovat.



V podkapitole Homogenni prostory definujeme pojmy akce grupy na mnoziné
a specialni pfipad homogenniho prostoru, kdy Lieova grupa G pusobi na hlad-
kou varietu M a kazda orbita této akce tvori celé M. Dale zavedeme izotropni
podgrupu G, vzhledem k & v M, ktera se sklada z prvku G, které fixuji dany
prvek a uvedeme definici kvocientu Lieovy grupy a jeji podgrupy. Az budeme
mit pfipravené vSechny definice a dokdzana vSechna pomocné tvrzeni, obecné
zkonstruujeme hladky atlas na kvocientu G/H Lieovy grupy G a nékteré jeji
uzaviené podgrupy H a tim ukézeme, ze ma strukturu hladké variety. Pro vybér
kvocientu podle izotropni grupy nakonec ukézeme, ze hladkd varieta G/H je
difeomorfni s M.

Obsahem tieti kapitoly je definice Grassmannovy variety, pifima konstrukce
hladkého atlasu na ni a pouziti dokdzanych tvrzeni o homogennich prostorech.
Ukézeme, Ze Grassmannian je homogenn{ prostor ortogondln{ grupy (ptipadné
unitérni pro komplexni piipad) a najdeme jeho izotropni grupu, abychom ziskali
vyjadieni Grassmannovy variety jako kvocientu ortogonalni grupy a jeji izotropni
grupy.

V posledni kapitole zavedeme tplné a neiplné vlajkové variety, ukazeme,
ze to jsou homogenni prostory a opét na né aplikujeme dokazana tvrzeni, aby-
chom ukézali, Ze to jsou hladké variety. Dostaneme nékolik zpusobu, jak zapsat
vlajkové variety pomoci kvocienti maticovych grup.

Hlavnimi vysledky prace jsou konstrukce hladkého atlasu na Grassmannové
varieté, konstrukce obecného hladkého atlasu na kvocientu Lieovu grupy a jeji
izotropni grupy vzhledem k homogennimu prostoru a odvozeni kvocientu difeo-
morfnich s Grassmannovymi a vlajkovymi varietami.

Celd tato prace je kompilaci vysledki uvedenych v [KS] [CL] [FH]. Oproti
této literatufe byly navic podrobné rozpracovany dikazy hlavnich tvrzeni na
strandch 16 a 17.



Kapitola 2

Teorie Lieovych grup

2.1 Zakladni definice

Pro zacatek zavedeme obvyklé definice grupy, hladké variety a jejich kombi-
naci v podobé struktury Lieovy grupy. Také definujeme nékteré druhy zobrazeni
mezi hladkymi varietami a uvedeme zakladni ptiklady maticovych Lieovych
grup, se kterymi budeme pracovat. Oproti bézné terminologii budeme rozlisovat
(vnotené) Lieovy podgrupy a (vlozené) uzaviené Lieovy podgupy. Tato kapitola
je kompilaci standardnich definic prevzatych z [KS].

Definice (grupa)

Necht G je neprazdna mnozina, na které je definovana asociativni binarni
operace - : G x G — G, neutralni prvek e € G vzhledem k - a inverzni prvek g—!
v G ke kazdému g € G vzhledem k -. Pak ¢tvefici (G, .,e,”!) nazyvame grupa

G. Mnozinu G v ramci grupy G nazveme nosic¢ grupy G.

Pozn: Symbol - znacici grupovou operaci budeme uvadét pouze v pripadé, ze by
mohlo dojit k nedorozumeéni.

Definice (topologickd grupa)

Necht G je grupa a zarovei nosi¢ G je topologicky prostor (tedy je zaddna
topologie na mnoziné G). Nechf navic bindrn{ operace a pfifazeni inverzniho
prvku v G jsou spojitd zobrazeni. Pak G nazveme topologickou grupou.

Definice (homeomorfismus)

Necht X,Y jsou topologické prostory a f : X — Y je homeomorfismus,
jestlize je spojita bijekce, ke které existuje spojité inverzni zobrazeni.

Definice (difeomorfismus)

Hladké zobrazeni z oteviené podmnoziny v R™ do R", které je prosté a ke
kterému existuje hladké inverzni zobrazeni, nazyvame difeomorfismus. Rekneme,



ze dveé otevirené mnoziny v R™ jsou difeomorfni, pokud mezi nimi existuje néjaky
difeomorfismus.

Definice (mapa, hladké varieta, dimenze variety)

Necht M je mnoZina, pak n-dimenzionalni mapa na M je dvojice (U, ¢), kde
UCMap:U—R"” je prosté zobrazeni na néjakou otevienou mnozinu v R™.

Jsou-li (U, ), (U'¢') dvé mapy na M, pak se zobrazen{ ¥y : ¢ (U N
U = o HUNU), Yoo = ¢! oy nazgva piechodovd funkce mezi témito
mapami.

Rekneme, ze dvé mapy (U, @), (U'¢’) jsou kompatibilni, jestlize p(UNTU’) a
¢ (UNU') jsou oteviené mnoziny a piechodovd funkce mezi nimi je difeomor-
fismus. Navic pro pripad (U NU’) = () povazujeme mapy za kompatibilni.

Hladky atlas na M je mnozina map {(U;, ¢;)}ier na M takovych, ze kazdé
dvé mapy atlasu jsou kompatibilni a U;cro(U;) = M.

Je-li dédn atlas na M, definujeme topologii na M takto: mnozina A v M je
oteviend, pokud pro kazdou mapu (U, ¢) z daného atlasu plati, ze p(U) N A je
oteviend podmnozina v R”.

Hladka varieta dimenze n je takovd mnozina M, na které je zaddn atlas n-
dimenziondlnich map takovy, ze M je Hausdorffuv prostor a ma spoéetnou bazi
otevienych mnozin.

Definice (hladké zobrazeni pro hladké variety)

Necht M, N jsou hladké variety a f : M — N je zobrazeni. f nazyvéme
hladké, pokud pro kazdou mapu (U, ¢) na M a kazdou mapu (V, 1)) na N plati,
zeofog:dp(UNf V) — R" je hladké.

Definice (difeomorfismus pro hladké variety)

Necht M, N jsou hladké variety a f : M — N je zobrazeni. Rekneme, ze f
je difeomorfismus (hladkych variet M a N), pokud f je hladk4 bijekce a inverzni
zobrazeni k f je hladké.

Definice (teény prostor)

Necht M je varieta, m € M,c : (—e,€) — M hladké zobrazeni, ¢ > 0,¢c(0) =
m. Rekneme, 7Ze linedrni zobrazeni L : C°(M) — R je tecny vektor k ¢ v
bodé m, pokud plati: L(f) = (f o ¢)’(0) pro kazdou funkci f v C°(M). Potom
nazyvame tec¢nym prostorem 7, M mnozinu vsech takovych te¢nych vektoru v
bodé m ke vSem hladkym zobrazenim ¢, které splnujici predchozi definici (pro
varietu M). Oznac¢ime TM disjunktni sjednoceni te¢nych prostoru k M pies
vSechny m € M.

Definice (diferencial hladké funkce)



Necht M je varieta, m € M,T,,M je tetny prostor variety M v bodé m.
Duélni prostor k nému 75, M potom nazyvame kotecny prostor k M v bodé m.

Necht napfed f € C°°(M). Pak diferencidl df(m) hladké funkce f v bodé
m definujeme jako prvek koteéného prostoru k M v bodé m takto: df (m)(v) :=
v(f), pro kazdé L € T,,, M. Zobrazeni df : M — TM, které funkci pfifazuje v
bodé m variety M jej{ diferenciédl df (m), nazyvdame diferencidl funkce f.

Definice (diferencidl hladkého zobrazeni)

Necht M, N jsou variety, m € M,p : M — N je hladké zobrazeni. De-
finejeme dp(m) : T, M — Ty N diferencial hladkého zobrazeni ¢ v bodé m
predpisem [dp(m)(v)](f) := v(f o @),v € TnM, f € C=(N).

Definice (vnofeni)

Rekneme, Ze hladké zobrazeni f : M — N mezi hladkymi varietami M, N
je vnoteni, pokud je jeho diferenciél prosty (na teéném prostoru M v kazdém
bodé).

Definice (vlozeni)

Vlozeni je vnofeni f : M — N, které je navic prosté a spliuje: M a f(M)
jsou difeomorfni.

Pozn: Topologie vnotené variety S C M do variety M se obecné nemusi shodovat
s topologii jakozto topologickym podprostorem S na varieté M. Naopak vlozend
varieta musi nutné zachovavat topologii podprostoru.

Definice (submerze)

Submerze je hladé zobrazeni mezi dvéma hladkymi varietami, jehoz difer-
encidl je na.

Pozn: Submerze je oteviené zobrazeni (v tom smyslu, Ze zobrazuje oteviené
mnoziny na oteviené mnoziny).

Definice (Lieova grupa)

Necht G je topologickd grupa a zaroveii hladka varieta (koneéné dimenze),
jejiz grupové operace nasobeni a inverze jsou hladké. Pak G se nazyva Lieova
grupa. Dimenze Lieovy grupy G odpovida dimenzi G jako variety.

Necht H C G. H je Lieova podgrupa, pokud id : H — G je vnoteni H do G,
které je zaroven grupovy homomorfismus. H je navic uzaviena Lieova podgrupa,
pokud je id vlozeni.

Pozn: Lieova podgrupa je Lieova grupa.

Pifklady: Ozna¢ime M(n) := R™, ztotoznime prvky M(n) s maticemi n x n
nad R"™. Podobné M(n,C) := c*
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GL(n) := {A € M(n),detA # 0} Obecna linedrn{ grupa
SL(n) :={A € GL(n),detA = 1} Specidln{ linedrn{ grupa

B(n) := {A € GL(n),A je horni trojuhelnikovd matice} Grupa hornich
trojihelnikovych matic

O(n) .= {A € GL(n), AT A = E} Ortogonalni grupa

SO(n) :={A € GL(n), AT A = E,detA = 1} Speciélni ortogonalni grupa
GL(n,C):={A € M(n,C),detA # 0} Obecnd (komplexni) linedrn{ grupa
U(n):={A € GL(n,C), AA* = E} Unitdrn{ grupa

SU(n) :={A € GL(n,C), AA* = E,detA = 1} Speciélni unitdrni grupa

Symbol AT znamens transponovand redlns matice A, A* znamena Hermi-
tovsky transponovand komplexni matice A.

Tvrzeni: GL(n), SL(n),0(n),SO(n),U(n),SU(n), B(n) jsou Lieovy grupy pro
kazdé n € N

Dukaz: viz literatura [CL]
Tvrzeni: Grupy O(n), SO(n),U(n), SU(n) jsou kompaktni pro kazdé n € N.
Dukaz: Vsechny tyto grupy jsou podgrupy GL(n), takze jsou z definice uzaviené.
Staéi tedy dokdzat omezenost pro O(n), U(n), protoze SO(n) je podgrupa v O(n)
a SU(n) je podgrupa v U(n).

Ré4dky ortogonalni matice (a,;) jsou ortonormalni, tedy plati: ai g+ a%)k +
.. +a}, =1prokazdé k = 1,..,n. Pak |a; x| < 1 a O(n) je tedy omezend. Ze
stejného duvodu je také omezend grupa U(n).

Definice (souvislost)

Topologicky prostor je souvisly, pokud neobsahuje zadné vlastni podmnoziny,
které jsou v ném oteviené a zaroven uzaviené.

Pozn: V Lieové grupé je zobrazeni translace podle libovolného prvku (napf zleva:
Lq(z) := ax) difeomorfismus.
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2.2 Lieovy algebry a podgrupy

V této kapitole zavedeme Lieovu algebru piislusnou k Lieové grupé a expo-
nencidlu. Uvedeme piiklady Lieovych algeber piislusnych k diive definovanym
maticovym grupam a ukazeme zdkladni vlastnosti exponencialy. Nakonec zfor-
mulujeme nékterd tvrzeni, kterd se nam budou pozdéji hodit.

Definice (Lieova algebra)

Vektorovy prostor g s bilinedrni, antisymetrickou operaci Lieovy zdvorky [, ] :
gXxg — g, kterd splituje Jacobiho identitu [X, [V, Z]|+[Y, [Z, X]|+[Z, [X, Y]] =0
pro kazdé XY, Z € g nazyvame Lieova algebra.

Podprostor h C g je Lieova podalgebra g, pokud je uzavieny na Lieovu
zévorku [,].

Definice (vektorové pole)

Zobrazeni X : M — TM spliujici m o X = id (kde 7 je projekce, kterd
zobrazuje prvky T, M na bod m) nazyvdme vektorové pole na M.

Dale pro Lieovu grupu G definujeme X (G) prostor vsech hladkych vektorovych
poli a X.(G) jeho podprostor zleva invariantnich vektorovych poli na G, tj.
takovych hladkych vektorovych poli X na M, ktera pro kazdé a,g € G spliuji:

X(La(9)) = d(La)(9) X (9)-

Pozn: X (G) je Lieova algebra s operaci komutédtoru vektorovych poli. Zna¢ime
ji L(G) a nazyvédme Lieova algebra pifslusnd k Lieové grupé G, viz [FH].

Tvrzeni: Necht G je Lieova grupa a L(G) jeji Lieova algebra. Pak T.G = X (G)
ve smyslu vektorovych prostoru.

Dukaz: Definujeme zobrazeni f : X(G) — L(G), f(X) := X(e)VX € X.(Q).
Pak dostaneme X (a) = d(L,)(e)X (e) pro kazdé a € G. Dukaz, ze f je bijekce,
je uveden v [CL].

Definice (linedrni Lieova grupa)

Rekneme, Ze Lieova grupa je linedrni, pokud to je uzaviens Lieova podgrupa
v GL(n) (pfipadné v GL(n,C)) pro ngjaké n € N. Lieovu algebru g nazyvime
linedrn{, pokud g = L(G) pro n&jakou linedrni Lieovu grupu G, a pokud navic
operace na ni je komutator matic.

Definice (polojednoducha Lieova algebra)

Polojednoduché fikdme Lieovym algebrdam, jejichz maximalni abelovsky ideal
(z hlediska inkluze podalgeber) je nula.

Priklady: V této praci nas budou zajimat pouze Lieovy algebry maticovych grup

na realnych a komplexnich ¢islech definovanych v minulé kapitole. Vypiseme
pouze jejich definice, podrobné odvozenf je v literaturé [FH].
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Oznacime L(GL(n)) = gl(n) := M(n) ve smyslu Lieovy algebry GL(n).
L(SL(n)) = sl(n) := {A € gl(n), trA = 0} a plati: gi(n) = sl(n) PR.
L(B(n)) = b(n) = {A € gl(n), A je horni trojihelnikova }

L(O(n)) = L(SO(n)) = so(n) = {A € gl(n), AT = —A}

L(GL(n,C)) = gi(n,C) := M(n,C)).

L(SL(n,C)) = sl(n,C) := {A € gi(n,C),trA = 0}.

L(U(n)) = L(SU(n)) = su(n,C) = {A € gi(n,C), A* = — A}

Vsechny tyto Lieovy algebry jsou linedrni, pficemz sl so a su jsou navic
polojednoduché, viz [FH].

Tvrzeni (Closed subgroup theorem): Necht G je Lieova grupa, H C G uzaviend
mnozina v G a H je podgrupa v G. Pak H je uzaviend Lieova podgrupa v G.

Dtikaz: viz literatura [CL] (Closed subgroup thorem).

Pozn: K Lieové algebfe g obecné neexistuje jednoznaéné uréend Lieova grupa G,
aby platilo L(G) = g. Pro linedrni Lieovy grupy ovSem plat{, Ze je muzeme rekon-
struovat z jejich Lieovy algebry pomoci exponencialniho zobrazeni ve smyslu
nésledujicich dvou tvrzeni.

Definice (maticova exponenciéla)

Exponencialu je mozné definovat pro obecny prvek Lieovy algebry, ovSem pro
cely této prace bude staéit definovat exponencialu pouze pro matice. Necht A
2
je tedy libovolnd ¢tvercova matice. Definujeme exp(A) := F + A + ‘;‘—! + ...

Pozn: Toto zobrazeni je dobie definovéno, snadno se dokédze, ze nekonec¢nd rada
exp(A) absolutné konverguje, viz [FH].

Tvrzeni: G je linedrni Lieova grupa, g = L(G). Pak zobrazeni exp : g — G
je hladké, uréuje vnofenou souvislou podgrupu ezp(g) a existuji U okoli 0 v g
(=T.G) a V okoli e v G takova, ze exp difeomorfné zobraz{ U na V.

Dikaz: viz [CL)

Tvrzeni: Necht G je topologicka grupa, U je oteviené okoli e. Pak existuje (tzv.
symetrické) oteviené okoli V. C U, ze Vv € V je v~ € V. Pokud je navic G
souvisld, pak U generuje G v tom smyslu, ze kazdy prvek v G lze napsat jako
soucin konec¢ného poctu prvka v U.

Dtikaz: Nechtf i je spojité zobrazeni, které pfifazuje v grupé G inverzni prvek.

Pak i(U) je také oteviené okoli e a V := i(U)NU je tedy oteviené okoli e, které
splinuje zadanou podminku.
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Nyni necht je navic G souvisld. Definujeme posloupnost otevienych okoli
e: Ul = U, U := UU", kde UU" = {uw,u € U a w € U"}. Tato
mnozina je oteviend, protoze UU™ = |, cyn (Ly(U)) a translace je difeomorfis-
mus. Mnoziny U™ jsou tedy z definice oteviend okoli e, spliujici: U C U? C ...
Pak U := U2, U" je oteviené okoli e. U™ je z definice uzaviené na grupovou
operaci v G, tedy to je podgrupa v G. Rozkladové tiidy {gU>,g € G} jsou
oteviené mnoziny a tvoii pokryti G. Ale G je souvisld, tedy je tvofena pouze
jednou rozkladovou t¥idou, tedy {gU>,g € G} = G.

Disledek: Nechf G je souvisld linearni Lieova grupa, pak ke kazdému g € G ex-
istuje koneénd posloupnost X1, Xo, ..., X v L(G), ze plati: g = exp(X1)exp(Xs)
.exp(Xy) .

2.3 Homogenni prostory

V této kapitole zavedeme zpusob, jak ztotoznit nékteré hladké variety s kvo-
cientem Lieovy grupy a jeji izotropni podgrupy pomoci pojmu homogenniho
prostoru. Definujeme izotropni podgrupu homogenniho prostoru a Borelovu
podgrupu a zformulujeme nékolik tvrzeni o jejich vztahu. Nakonec ukazeme
obecny zpusob, jak zkonstruovat hladky atlas na kvocientu Lieovy grupy a
néjaké jeji uzaviené Lieovy podgrupy a ukazeme, ze kvocient podle izotropni
podgrupy je difeomorfni s homogennim prostorem.

Definice (normélni Lieova podgrupa)

Rekneme, Ze uzaviend podgrupa H v G je norméalni Lieova podgrupa, pokud
H je navic normalni podgrupa grupy G.

Definice (akce grupy, orbita)

Necht G je grupa a M je hladké varieta. Rekneme, ze hladké zobrazeni
(,): G x M — M, definované jako (g,z) := gz, je akce grupy G na M, pokud
spliuje dvé podminky: (e,z) = x pro jednotkovy prvek e € G a kazdé x € M;
(gh,x) = (g(h,x)) pro kazdé x € M a g,h € G.

Definujeme orbitu akee grupy G na M jako O, := {gx,9 € G}

Definice (homogenni prostor)

Rekneme, ze hladka varieta M je homogenni prostor Lieovy grupy G, pokud
G ma akci na M takovou, ze O, = M pro kazdé x € M. Grupu G potom také
muzeme nazyvat transformac¢ni grupou homogenniho prostoru M.

Pozn: Ekvivalentni podminkou, aby M byl homogenni prostor Lieovy grupy G
je, ze existuje takové x € M aby O, = M. Puvodni definice pak plyne z toho,

ze orbity rozklddaji mnozinu G na t¥idy ekvivalence.

Definice (izotropni grupa)
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Necht M je homogenni prostor Lieovy grupy G, zg € M. Pak G, := {g €
G, gxo = xo} nazyvame izotropni grupa (ptipadné izotropni podgrupa) prostoru
M vzhledem k prvku zg.

Pozn: Je velmi jednoduché ovérit, Ze izotropni grupa G, je podgrupa v G.

Pozn: Nezélezi na vybéru prvku, podle kterého vezmeme izotropni grupu. Ho-
mogenni prostor méa jednu orbitu, tedy muzeme zobrazit jednu izotropni grupu
na druhou pomoci vnitinich automorfismi.

Tvrzeni: G5, z minulé definice je uzaviend Lieova podgrupa v G.

Dikaz: G4, je podgrupa v G. Ukazeme, ze G, je uzaviena: zvolime posloupnost
gn v Gz, konvergujici k néjakému bodu z € G. Pak ze spojitosti akce plati:
gro = lim, o0 gnxo = limy 00 o = 20, tedy g € Gg,. Pak podle tvrzeni
(Closed subgroup theorem) je G, uzaviena Lieova grupa v G.

Definice (Cartanova podalgebra, kofenovy systém)

Necht je g polojednoduchd linedrni Lieova algebra. Pak jeji maximalni (z
hlediska inkluze podalgeber) komutativni podalgebru sklddajici se z diagonali-
zovatelnych matic h C g nazveme jako Cartanovu podalgebru g.

Rekneme, Ze linedrni forma o € h* je kofen, pokud je netrividlni a oznacime
Vo:={a€g,z VH € b plati [H,a] = a(H) a } # 0. Symbolem A ozna&ime
kofenovy systém, tj.: mnozinu viech kofent v g. Kofen a € A nazyvame kladny,
pokud prvnf nenulovy koeficient a; ve vyrazu a(h) = . | a;h; je kladny (kde

h = (h1,ha,....;hy)) a oznaéime AT mnozinu vsech kladnych kofent v g.

Tvrzeni: Necht b je Cartanova podalgebra a A kofenovy systém v g. Potom
plati g = b © P, ca (Vo). Navic dimV,, = 1 pro viechna a € A.

Dikaz: Rozklad piimo z definice, viz literatura [FH].
Definice (parabolickd a Borelova podgrupa)

Necht G je Lieova grupa, g = L(G),h Cartanova podalgebra a AT jsou
kladné koteny v g. Pak definujeme Borelovu podalgebru v g jako b := b &
P.ca+ (Vo). Pak ilkdme Borelova podgrupa takové souvislé podgrupé B v G,
kterd spliuje L(B) = b. Parabolické podgrupy nazyvédme podgrupy P v G
takové, ze B C P C G.

Tvrzeni: Borelova podgrupa je uzaviena Lieova podgrupa.
Dukaz: viz literatura [FH]

Tvrzeni: Borelova podgrupa v GL(n) je B(n).

Dikaz: Vime, ze gl(n) je Lieova algebra od GL(n). Napied rozlozime gl(n) =
R @ sl(n). Matice, které komutuji se viemi ostatnimi v s[(n), jsou pravé véechny
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diagondlni matice. Ty tedy tvoiri Cartanovu podalgebru b v sl(n). Kofenovy
systém se sklada z prvku (e; —e;), 7 # j. Kladné koreny jsou takové, pro které
i < j. Tak dostaneme, ze @, .+ (Va) jsou pravé striktné horni trojihelnikové
matice. Pak z definice Borelovy algebry je b = b © @, ca+ (Vo) algebra viech
hornich trojuhelnikovych matic se stopou 0. Pfidanim R ¢ § dostaneme Car-
tanovu algebru gl(n) (protoze prvky R komutuji se vsim). Tedy celkem je
Borelova algebra gl(n) tvofena hornimi trojihelnikovymi maticemi, a z toho
plyne, ze Borelova podgrupa v GL(n) je B(n).

Disledek: Nechf G je linedrn{ Lieova grupa. Pak jeji Borelova podgrupa je G'N
B(n).

Definice (kvocient transformaéni grupy)

Necht M je homogenni prostor Lieovy grupy G, H je n&jaks uzaviend Lieova
podgrupa v G. Oznacme gH := {gh,h € H} a G/H := {gH,g9 € G}. Stejné
jako u kvocientu grupy vezmeme reprezentanty rozkladovych tiid ekvivalenci
gH. Tuto mnozinu t¥{d ekvivalenci zna¢ime G/H a nazyvame kvocient G a H.
Ozna¢ime M := G/H. Necht pak * € M odpovidd gH € G/H. Akce G na
M = G/H je pak zadéna takto: (¢',x) = (¢',9H) =¢'gH = (¢, (9, H)).

Tvrzeni: Necht G je Lieova grupa, H je uzaviend Lieova podgrupa. Pak G/H
je hladka varieta.

Uvedeme podrobny dukaz tohoto tvrzeni zaloZeny na naznaku dikazu v
[CL].

Dikaz: Zvolime podprostor m v L(G), ktery spliuje L(G) = L(H) @ m. Defin-
ujeme zobrazeni ¢ : L(H) @ m — G jako ¢(A4, B) := exp(A)exp(B). Zvolime V
okoli 0 v L(H) a W okoli 0 v m tak, aby ¢ difeomorfné zobrazilo V' x W na
néjaké okoli e v G a oznac¢ime toto okoli U. Déle vybereme kompaktni symet-
rické okoli C' C W takové, ze plati exp(C)exp(C) C U. m a L(H) jsou vektorové
prostory, tedy muzeme zvolit soufadnice z1, 22, ...,k na V a yi,y2,...,yq na C
takové, 7e -1 < z; < 1,1 <i < ka—-1<y; <1,1 <5 < g Nyni mdme
takto zavedené soufadnice na Q@ = (V x C) pomoci ! : Q — V x C.
Rozdélime @ jako disjunktni sjednoceni ¢(V x {c}) pro ¢ € C. Ziejmé plati
o(V x {0}) = exp(V)exp(0) = exp(V) = H NU. Nyni budeme chtit ukdzat,
7e toto je spravny zpusob, jak na kvocientu zavést rozkladové tiidy. Dokazeme
proto nasledujici pomocné tvrzeni:

Lemma: Vg € G existuje nejvyse jedno ¢ € C, aby {gH}NQC ¢(Vx{c}).

Dukaz lemmatu: Predpoklddejme, ze ¢, € C jsou takova, ze exp(c)exp(V) a
exp(c)exp(V) lezi obé ve stejné rozkladové tiidé gH = exp(c)H = exp(c')H.
Potom exp(c)exp(—c’) € HNU = o(V x {0}) = exp(V) (exp(—c') je inverzni k
exp(c’)). To znamend, Ze existuje v € V, aby exp(v) = exp(c)exp(—c’). Z toho
plyne o({v} x {¢'}) = exp(v)eap(c’) = exp(c) = exp(O)exp(c) = w({v} x {¢}).
Protoze ¢ je difeomorfismus a tedy bijekce, ¢ = ¢/ a v = 0 je jedind moznost,
ktera pripadd v ivahu.
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Pokra¢ujeme v dukazu tvrzeni: definujeme zobrazeni ¢ : H x int(C) —
int(Q), ¢(h,c) = exp(c)h. Pak je toto zobrazeni difeomorfismus (je pouze
zizenim grupové operace) a ¢~ L(exp(c),h) = (h,c). Jesté definujeme projekci
m: H x C — C a muzeme zacit konstruovat atlas. Pak kombinaci téchto dvou
zobrazen{ dostaneme f : int(Q)H — m, f(gh) = 7o ¢~ *(gh) = z, kde m = RY
ax = (21, 22,...,2q). Navic plati, ze f je submerze.

Nyni pokryjeme G otevienymi mnozinami ve tvaru {a-int(Q)H } pies vsechna
a € G. Kazdé rozkladové tridé pritadime lokalni souradnice zobrazenim f, =
foLg—y. Napruniku {a-int(Q)H} N{b-int(Q)H} je pak ¢qp = Lyp—1 hladké

zobrazeni.

Ke kazdému prvku ¢ € G umime pritadit otevienou mnozinu a U, :=
a - int(Q)H z pokryti G. Definujeme standardni kvocientovou projekei p : G —
G/H, kterd prvku g prifazuje rozkladovou tiidu gH. Oznaéime P : G/H —
G ttidovou funkci, kterd zobrazuje rozkladovou tfidu gH na libovolny prvek
splaujici p(g) = gH. Mohli bychom zvolit ke kazdé rozkladové tiidé reprezen-
tanta v G, abychom definovali P explicitné, ale tato definice pro nase zaméry
staci, protoze na vybéru prvku nezalezi. Nyni muzeme kone¢né sestrojit atlas:
{(Utha)}aEGa F, = fa oP.

Zbyvé ukazat, ze G/H vybaveny timto atlasem je lokdlné homeomorfni R?.
Pro pevné a € G je F, z definice spojita bijekce. Staci ukazat, ze F, je navic
oteviené zobrazeni. Ze spojitosti projekce p plyne, ze pro Z C U, otevienou je
P(Z) oteviend a f, je oteviené zobrazeni, protoze to je submerze. F, je tedy
homeomorfismus U, na R9.

Dusledek: G je Lieova grupa a H je jeji normdlni uzaviena Lieova podgrupa.
Pak G/H je Lieova grupa.

Tvrzeni: Necht G je Lieova grupa, M je homogenni prostor G a G, je izotropni
podgrupa G vzhledem k M. Potom G/G,, a M jsou difeomorfni ve smyslu
hladkych variet.

Duikaz: Vrétime se zpét k akei G na M piedefinované pro kvocient: (¢, gH) =
g'gH. Zvolime libovolné xy € M a vybérem izotropni grupy H = G, dostaneme,
ze podle minulého tvrzeni je G/G,, hladkd varieta. Definujeme zobrazeni T :
G/H — M jako T(gH) := gxo. To, zZe je zobrazeni dobfe definovano, plyne
z toho, ze pro ¢,¢' € G plati gH = ¢'H pravé tehdy, kdyz ¢'¢g~' € H. To
znamena, ze ¢'¢g 'zo = xo a tedy ¢’xo = gxo nastane privé pro gH = ¢'H.
T je tedy navic bijekce a je spojité, protoze se pak dd napsat pomoci tfidové
funkce P z dukazu minulého tvrzeni jako T(gH) = T'(P(gH)),T'(9) = gzo a
P, T’ jsou spojit4.

Predefinujeme translaci pro kvocient podobnym zpusobem jako akci: pro
a € G definujeme L,(gH) = agH. Takto mdme tedy translaci definovanou na G
i G/H. Z definice Lieovy grupy G je L, na G difeomorfismus, stejné tak L,—1 je
difeomorfismus na G/ H. Pak muzeme zobrazeni T napsat jako T'(aH) = L,0T o
Ly—1(aH) pro kazdé a € G. Diky tomuto triku dostaneme prvni podminku, a to,
ze zobrazeni T je hladké na okoli eH pravé tehdy kdyz je vSude hladké. Stejny
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trik pouzijeme pro diferenciél, abychom dostali druhou podminku: dT'(aH) =
dLy(z9) o dT(eH) o dL,-1(aH) je izomorfismus T,H(G/H) 8 Top, (M) prave
tehdy, kdyz dT'(eH) je izomorfismus T, H(G/H) s T,,(M) (pokud povazujeme
predchozi podminku spojitosti za splnénou). Ovérime-li tedy, Zze obé podminky
jsou pravdivé, pak podle [CL] (Inverse function theorem) bude T difeomorfismus,
tedy tvrzeni bude dokazano.

Prvni podminka je splnéna snadno: restrikce T' na int(C) je ddna jako
restrikce 7' o P na int(C). T’ je hladké, protoze takto chdpané je restrikci
grupové operace a p je difeomorfismus, ktery zobrazuje int(C) na otevienou
mnozinu U,. Muzeme tedy ovéfovat druhou podminku. Opét pouzijeme vlast-
nosti projekce, tedy abychom ukdzali, ze dT(eH) je izomorfismus, ukizeme,
ze dT’(e) je izomorfismus vektorovych prostoru (uz vime, ze p je difeomor-
fismus) T,,(M) a T.(exp(int(C))) = m. Vybereme v € T.(exp(int(C))) a
s kiivku takovou, ze s(t) = exp(tv)xo. Pak plati dT’(e)(v) = s(0). Staci
ukdzat, ze dT’(e) je prosté, tedy Ze s'(0) = 0 implikuje v = 0. Necht tedy
plat{ s'(0) = 0 a oznaéime a := exp(tov) pro n&jaké pevné zvolené ty. Pak
La(s(t)) = exp(tov)exp(tv)zg = s(to+1t). Potom dL,(e)(s'(0)) = s'(tg). Protoze
s'(0) = 0, plati 0 = s'(¢p). Vzhledem k tomu, ze to jsme zvolili libovolné, plati
s'(t) = 0 pro kazdé t € R. Protoze z definice plati s'(t) = exp(tv)vzy = 0 vSude,
musi platit v = 0.
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Kapitola 3

Grassmannovy variety

3.1 Definice a vlastnosti

Ted, kdyz méme piipravend viechna potiebna tvrzeni, mizeme koneéné defi-
novat Grassmannovu varietu a ukazat par jejich zakladnich vlastnosti. Uvedeme
obecnou definici na vektorovém prostoru, ale v textu budeme pracovat pouze s
Grassmannidnem na realnych ¢islech a budeme pridavat poznamky, jak upravit
dukazy tvrzeni, aby fungovaly v komplexnich ¢islech.

Definice(projektivni prostor)

Projektivn{ prostor definujeme jako mnozinu: P(R") := (R"*1\{0})/ ~, kde
pro z,y € (R*™1\ {0}) je definovana relace z ~ y, kdyz existuje A € R, \ # 0:
A =1y.

Definice(Grassmannova varieta)

Necht n,k jsou prirozend ¢isla. Pak Gr(k,n) je mnozina vSech k dimen-
zionalnich vektorovych podprostoru v R™. Tuto mnozinu nazyvame Grassman-
nova varieta nebo Grassmannian.

Grassmannovu varietu muzeme také definovat na obecném linedrnim vek-
torovém prostoru V. Pak pro pfirozené k zna¢ime Gr(k,V) mnozinu vsech k-
dimenzionélnich vektorovych podprostort obsazenych ve V. Necht n je pfirozené.
Pro V = C" ziskdme komplexni Grassmannovu varietu. Oznac¢enim V = R"
dostaneme Gr(k,R"™) = Gr(k,n), tedy puvodn{ definici.

Pozn: V tomto textu se omezime vyhradné na préci s redlnou a komplexni Grass-
mannovou varietou. Prvky Gr(k,n) jako vektorové prostory budeme reprezen-
tovat jako k X n matice redlnych ¢éisel (vzhledem k predem zvolené bazi R™),
jejichz fadky generuji dany k-dimenziondlni podprostor.

Pozn: Definice funguje pro libovolna n,k pfirozena cisla, pro k vétsi nez n

je Gr(k,n) préazdnd mnozina. MuZeme rozsifit definici tak, ze povolime k z
prirozenych ¢&isel s pridanou nulou. Gr(0,n) definujeme jako R™ (dodefinujeme
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Gr(0,V) = V). To se ndm bude pozdéji hodit pii dokazovani vlastnosti Grass-
mannianu.

Pozn: Pro k =1 je Gr(1,n+ 1) pfesné podle definice projektivn{ prostor na R™.
Grassmannova varieta je tedy zobecnénim pojmu projektivniho prostoru.

Tvrzeni: Gr(k,n) a Gr(n — k,n) jsou bijektivni.

Dukaz: Ovéiime, Ze zobrazeni o prifazujici mnoziné jeji ortogonalni doplnék v
R" je bijekce mezi Gr(k,n) s Gr(n—k,n). Necht A € Gr(n, k). Pak o(A) = A*.
Dimenze A je k, tedy dimenze A+ je n— k. Z toho plyne, ze o(A) € Gr(n—k,n),
tedy o je dobfe definovéno. Zobrazeni o je pak prosté, protoze dvé mnoziny maji
stejny ortogondlni doplnék pravé tehdy, kdyz jsou stejné. Déle je na, protoze

o(o(A)) = A.
Pozn: obecnéji plati, ze Gr(k,V) a Gr(n — k, V™) jsou bijektivni.

Priklady: v dimenzi n = 1 dostaneme pouze Gr(0,1) ~ Gr(1,1) = R. Pro
n =2 an = 3 mame navic projektivni prostory Gr(1,2) = P(R?),Gr(2,3) ~
Gr(1,3) = P(R3?) (coz odpovidd geometrickému faktu, Ze rovinu v R? lze az
na orientaci popsat normélou). Teprve pro n = 4 dostaneme (nejjednodussi)
Grassmannian Gr(2,4), ktery nen{ izomorfn{ zddnému projektivnimu prostoru.

3.2 Atlas

Abychom ukéazali, ze Grassmannian je hladka varieta, sestrojime jeho at-
las. Pozdéji ukazeme konstrukci izomorfni Grassmannianu, ze které budou tyto
vlastnosti vidét ihned, a navic ukdzeme, ze Grassmannian je kompaktni.

Tvrzeni: Gr(k,n) je hladkd varieta dimenze n(n — k).

Dikaz: Mame zadana ptirozend cisla n, k. Pro kazdou k-prvkovou podmnozinu
K c {1,2,..n} definujeme Vg := {T € Gr(k,n),z € T — Ji €: x; # 0}. Nyni
pevné zvolime mnozinu K = {i; < iz < ... < i} a zvolime [ € 1,2,.... k. Pro
kazdé T € Vi existuje n — k jednozna¢né uréenych (redlnych) éfsel 4, ..., 2!,
aby platilo, ze vektor x zkonstruovany takto:

na indexu j je :
e 0 pro j € k a zaroven j # 1
e lproj=I
° :Eé jinak,

je obsazeny v T.

Tato ¢isla muzeme spocitat z algebraické soustavy n — k rovnic pro k di-
menziondlni linedrni podprostor dosazenim vektoru z do soustavy: dostaneme
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soustavu n — k rovnic o n — k neznamych, kterd mé pravé jedno feSeni. Tento
vypocet provedeme pro kazdé [ € {1,2, ..., k}. Nyni muzeme definovat

fx(T) = (:c%, ey ;v,ll_k, x%, ...,x%_k, vy x’f, ...,:cfl_k).

Dostaneme takto, ze dimenze Gr(k,n) je k(n — k).

Zbyvéa zkonstruovat prechodové funkce mezi mapami a ukézat, ze to jsou
difeomorfismy. Pfechodova funkce z Vi do Vi je definovana jako

1 1 2 k k
’lpK/,K(‘rlv vy Ly ky ey Ty s L1 '-'7In—k)

Fre(fror @i,y xl 2k k)
na Vi NVk. Z hlediska pohledu na prvky Gr(k,n) jako na k X n matice vlastné
prechodové funkce napied sestavi ze zadanych k(n— k) soufadnic piislusnych ke
K’ matici Ak, a potom ji transformuje na matici Ay, ze které vrati souradnice
piislusné K. Protoze obé matice reprezentuji stejny prvek, musi existovat X €
GL(n), ze Ax = X Ag+. Navic toto zobrazeni, které k Ay piitadf Ax = X Ak
je jisté difeomorfismus a tedy i prechodové funkce je difeomorfismus.

Takto mohou vypadat dvé matice reprezentujici stejny prvek Grassmannianu:

1 * *
1| % *

1 * * *
* * *

1 = * *

* 1 * *

* * *

* * *

* 1| % *

Pozn: Pii konstrukei atlasu pro Gr(k,C) postupujeme zcela analogicky.
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3.3 Kvocient podle izotropni grupy

Nyni budeme chtit pouzit dokdzand tvrzeni z kapitoly Homogenni prostor.
Nejprve ukdzeme, ze Gr(k,n) tvoii homogenn{ prostor ortogonalni grupy O(n).
Potom najdeme parabolickou podgrupu akce zadané homogennim prostorem.
Tato grupa neni obecné normalni, ale faktorizaci ortogonalni grupy ziskdme
hladkou varietu izomorfni s Grassmannianem. Na konci kapitoly navic ukazeme
dalsi konstrukce pro komplexni a orientovany Grassmannian.

Tvrzeni: Gr(k,n) je homogenni prostor grupy O(n).

Dikaz: Necht A, B € Gr(k,n). Staéi ukdzat, ze IX € O(n), aby platilo: (X, A) =
XA = B. To je ekvivalentni sklddani automorfismu X o A = B. Vime, Ze prvky
ortogonaln{ grupy jsou invertibilnf a tedy X = Bo A~1.

Tvrzeni: Izotropni grupa libovolného prvku Gr(k, n) jako homogenniho prostoru
z minulého tvrzeni je O(k) x O(n — k)

Ditkaz: Protoze nezédlezi na volbé prvku zq, zvolime si prvek odpovidajici pod-
prostoru generovanému kanonickou bazi v RF. Ortogonalni grupa dimenze k
odpovidéd grupé automorfismu, které zachovavaji standardni skaldrni sou¢in na
RF. Zéroveii z definice vyplyva, Ze tyto automorfismy zachovaji vlastnost pod-
prostorti prochazet pocatkem R*. Nage kanonicka baze je zaroven ortonormaln{
baze v RF. Jejim ortogonalnim doplitkem v R™ % je pifesné kanonickd béze
R"* a plati R¥ @ R"~* = R™. Nyn{ hleddme maximdlni podgrupu H v O(n),
kterd zachové skalarni sou¢in na téchto podprostorech. To je pfesné podgrupa
O(k) x O(n — k).

Nésledujici obrdzek zndzornuje, jak je podgrupa O(k) x O(n — k) vnoifena
do O(n):

O(k)

O(n—k)

Dusledek: Gr(k,n) a O(n)/(O(k) x O(n — k)) jsou difeomorfni hladké vari-
ety. Z toho (a z tvrzeni v druhé kapitole o vlastnostech ortogondlni grupy)
snadno vyplyva, ze Grassmannidn je kompaktni a jeho dimenze je k(n — k)
podle nasledujictho vypoctu:

dimGr(k,n) = dimO(n)/(O(k) x O(n —k)) = (%n(n -1)) - (%k(k -1

flnfk n—k—1 :1n2fn+k27kfn27k2+nfk+2kn =kin—k
2 2
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Pozn: Volbou unitarni grupy misto ortogonalni dostaneme difeomorfismus mezi
Gr(k,C™) aU(n)/(U(k)xU(n—k)). Specidlni ortogondln{ grupa ndm dév4 difeo-
morfismus SO(n)/(SO(k) x SO(n — k)) a Gr,(k,n), tzv. orientovaného Grass-
mannianu. Kombinaci obou piedchozich uvah je difeomorfismus pro specidlni
unitarni grupu a komplexni orientovany Grassmannian.
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Kapitola 4

Vlajkové variety

4.1 Definice a vlastnosti

Definice (vlajka, vlajkovd varieta, iplna a neuplnd vlajkovd varieta)

Vlajka typu (di,da,...,dx) ve vektorovém prostoru V dimenze n je ostie
rostouci posloupnost linedrnich podprostora {0} =V, C Vi € ... C Vp, =V
pro kterou plati 0 = dy < d; < ... < di = n, d; je dimenze V;. Vlajkam, které
spliuji d; = ¢ pro ¢ = 1,2, ..., k fikdme uplné vlajky, ostatnim fikame nedplné.

Jako vlajkovou varietu Fy, 4,.... 4, (n) ozna¢ime mnozinu vsech vlajek typu
(di1,da, ...,dy) ve vektorovém prostoru V' = R™. Navic si ozna¢ime dplnou vla-
jkovou varietu CF(n) mnozinu vSech uplnych vlajek v R™.

Pozn: Vlajky budeme reprezentovat jako matice (vzhledem k pfedem zvolené
bazi) tvofené po Fadcich odspodu vektory wvq,vs,...,vr takovymi, ze v1,...,v;
generuji V;. Pak zvolime bazi takovou, Ze tato matice je horni trojihelnikova
pro uplné vlajky a odstupnovand horni pro neuplné vlajky.

Pozn: kazdou netplnou vlajku lze (ne jednoznaéné) doplnit vhodnymi podpros-
tory na néjakou uplnou vlajku. Analogicky lze naopak ubirdnim podprostoru

z uplné vlajky dostat néjakou netiplnou vlajku.

Pozn: Grassmannian Gr(k,n) je jako specidlni piipad Fy .

4.2 f]plné

Tvrzeni: CF(n) je homogenni prostor GL(n).

Dukaz: Budeme chtit ukédzat, ze pro libovolné A, B € CF(n) existuje X €
GL(n), aby platilo: XA = B. Vzhledem k tomu, ze A,B € B(n) (podle
pozndmky v predchozi kapitole), jsou také invertibilni, existuje A~!. Pak X :=
BA~! € GL(n) spliiuje XA = B.
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Tvrzeni: Izotropni grupa uplné vlajkové variety CF(n) je presné grupa hornich
trojihelnikovych matic B(n).

Dtkaz: Protoze nezalezi na vybéru prvku, podle kterého zvolime izotropni grupu,
vybereme si specidlné tzv. standardn{ tplnou vlajku: V; :=< {ej, eq,...,e;} >
tvorenou prvky kanonické béze ey, e, ..., e, v R™. Matice A reprezentujici stan-
dardni vlajku pii vybéru kanonické baze ma jednicky na diagondle a nad ni,
pod diagondlou mé nuly. Izotropni grupa je tedy tvofena vSemi X € GL(n)
pro které plati, ze XA je podobnd A. To jsou pravé vSechny reguldrni horni
trojuhelnikové matice B(n).

Dusledek: CF(n) je hladkd varieta difeomorfni s kvocientem GL(n)/B(n) a plati:
n(n —1)

dimCF(n) = dimGL(n) — dimB(n) = 5

4.3 Netplné

Pozn: Uplné vlajkova varieta je specidlni piipad, kdy Borelova podgrupa je
presné izotropni podgrupa. Parabolické podgrupy v CF(n) jsou z definice tvofeny
grupami odpovidajicich blokové hornich trojihelnikovych matic v GL(n), coz
jsou pravé parabolické podgrupy ve vlajkové varieté, viz literatura [FH] (Homo-
geneous Spaces).

Dusledek: Pro kazdou posloupnost dy, da, ..., di, plati, ze Fy, d,,....a, (n) je hladkd
varieta difeomorfni s GL(n)/Bn, ns,....nys Kd€ By ny... n, j€ grupa regularnich
blokové hornich trojihelnikovych n x m matic, kde n; rozméry i-tého bloku
odpovidaji d; — d;_1.

Pozn: Vlajkova varieta je také homogenni prostor ortogonalni grupy. Analogicky
ke Grassmannidnu najdeme izotropni podgrupu O(n1) X O(ng) X ... x O(nyg), kde
n; jsou dimenze blokt z minulého disledku. Pak Fyg, 4,....4,(n) a O(n)/(O(n1) x
O(n2) x ... x O(ng)) jsou difeomorfni hladké variety. Pro vlajkové variety v
komplexnich ¢islech opét jako u Grassmannidnu nahradime ortogondlni grupu
unitdrni grupou, viz [FH].

Takhle muze vypadat izotropni podgrupa nékteré vlajkové variety:

ny

n2

Nk
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